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■ The purpose of this work is to geometrize the notion of mixed Hodge structure. Therefore, 

we associate equivariant vector bundles on the projective plane to trifiltered vector spaces. 
Making this Rees construction with filtrations arising from mixed Hodge structures gives an 
équivalence of catégories between the category of mixed Hodge structures and a category of 
equivariant vector bundles on that are semistable for a semistability condition with respect 
to a divisor. Using this dictionary we can recover geometrically some properties of mixed Hodge 
. structures like the abelian caracter of the category of mixed Hodge structures or the fact that 

I higher extensions vanish. 

Next, looking at the second Chern class of the Rees bundles, we define the R-split level 
of the mixed Hodge structures that generalize the notion of R-split mixed Hodge structure. 
This invariant can be expressed in terms of the Hodge numbers ft.'''* and some Hodge-type 
integers s^'* that are given by the relative position of the Hodge and conjugate filtrations. 
When the Hodge numbers are constant for a family of mixed Hodge structures, thèse numbers 
vary semicountinously. This allows to define stratifications of the bases of variations of mixed 
' Hodge structures. 
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1 Introduction 



Le développement de la théorie de Hodge a permis, à travers les structures additionnelles 
qu'elle apporte, une compréhension plus profonde de nombreux invariants topologiques, groupes 
d'homotopie, groupes de cohomologie, dans le cadre de la géométrie algébrique complexe. Dans 
ce travail nous nous proposons de géométriser la notion de structure de Hodge mixte. Nous as- 
socions aux structures de Hodge mixtes, qui sont essentiellement la donnée d'un espace vectoriel 
muni de trois filtrations vérifiant certaines relations d'incidence, des objets géométriques que 
sont les fibrés vectoriels. Cette construction, "de Rees", est largement inspirée d'une part par la 
construction des structures twistorielles mixtes sur la droite projective complexe de C.Simpson 
[Si2], d'autre part par la construction de C.Sabbah [Sa], toujours sur la droite projective com- 
plexe, de fibrés vectoriels pour étudier les structures de Frobenius sur les variétés. Dans [Sa], 
on construit des fibrés sur à partir de la filtration de Hodge et de la filtration par le poids 
d'une structure de Hodge. Les structures twistorielles mixtes de [Si2], fibrés vectoriels sur P^, 
sont construites, lorsqu'elles viennent de la théorie de Hodge à partir de la filtration de Hodge 
et de sa conjuguée ; les positions relatives des filtrations se traduisent en termes de semistabil- 
ité des fibrés. Les objets géométriques que nous associons aux espaces vectoriels trifiltrés sont 
des fibrés sur le plan projectif complexe P^ qui sont équivariants pour l'action de tores et ont 
certaines propriétés de semistabilité. Cette construction rassemble en quelque sorte celle de [Sa] 
et de [Si2] puisque lorsque les objets proviennent de structures de Hodge les fibrés de Rees sont 
construits à partir de la filtration de Hodge, sa conjuguée et la filtration par le poids. Cette 
construction est similaire à celle de Klyachko qui a montré dans [Kly] que les fibrés vectoriels 
équivariants sur les variétés toriques sont équivalents à certains types d'ensembles de filtrations 
d'espaces vectoriels et de sa généralisation par [Per]. 

Pour que la correspondance soit pertinente, il ne suffit pas de décrire les objets associés 
aux structures de Hodge mixtes mais aussi les morphismes entre ces objets. La puissance de la 
théorie de Hodge telle qu'elle a été développée par P.Dclignc dans [Dcl2] et [Del3] tient au fait 
que ses constructions sont fonctorielles et au fait que les morphismes entre structures de Hodge 
qui apparaissent naturellement ont une grande rigidité, on dit, et nous l'expliciterons plus bas, 
qu'ils sont strictement compatibles. Nous décrivons ici les morphismes équivariants entre fibrés 
qui correspondent à ces morphismes strictement compatibles d'espaces vectoriels filtrés. 

La motivation, outre la curiosité naturelle, pour s'appliquer à géométriser ces structures 
et écrire un "dictionnaire " théorie de Hodge-faisceaux équivariants est de pouvoir traduire les 
problèmes étudiés en théorie de Hodge, variations de structures de Hodge, limites de structures 
de Hodge, modules de structures de Hodge en termes de problèmes "classiques" de géométrie 
algébrique, familles de faisceaux équivariants, limites dans les espaces de modules ou les champs 
de faisceaux cohérents équivariants. Le problème de donner un sens à une limite de structures 
de Hodge mixtes par exemple se traduirait en la question suivante : le champs des objets 
équivariants associés est-il compact ? Malheureusement, comme nous le décrivons plus bas, bien 
que nous puissions écrire un dictionnaire entre structures de Hodge mixtes et fibrés équivariants, 
nous n'arrivons pas ici réellement à définir d'objet géométrique équivalent à une variation de 
structures de Hodge mixtes. 

* 

Ce texte se décompose en quatre parties et une annexe. La première et la deuxième partie 
sont vouées à l'étude ponctuelle et respectivement en famille des espaces vectoriels filtrés. La 
troisième et la quatrième sont les applications de la première et de la deuxième partie à la 
théorie de Hodge dans le sens où les espaces filtrés étudiés proviennent de structures de Hodge. 
On verra que la traduction des propriétés ponctuelles est aisée, de la partie 1 à partie 3 alors 
que l'anti-holomorphicité est un obstacle à décrire les familles de structures de Hodge à l'aide 
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de familles algébriques ou holomorphes de fibrés équivariants. 

Décrivons plus précisément le contenu des quatre parties. 

• La première aboutit au résultat clé de ce travail puisqu'il décrit une équivalence de 
catégories entre la catégorie des espaces vectoriels munis de trois filtrations et la catégorie des 
fibrés équivariants pour l'action d'un tore munis d'une certaine condition de semistabilité. 

Elle débute par de nombreuses sections expositoires des notions utilisées par la suite. 
On se place sur un corps k algébriquement clos de caractéristique nulle. On rappelle différentes 
définitions sur les filtrations suivant [Del2], la principale étant la suivante : un morphisme entre 
espaces vectoriels filtrés / : (V,F*) {V',F*') est strictement compatible aux filtrations s'il 
est non seulement compatible aux filtrations, i.e. pour tout entier p, f{FP) C F^' , mais plus, si 
tout élément de l'image par f de V qui est dans Fp' provient d'un élément de Fp, i.e. 

f{FP) = Im(/) n FP'. 

La notion cruciale définie ensuite est celle de filtrations opposées. Trois filtrations finies 
et décroissantes d'un même espace vectoriel V, W*, F* et G* sont dites opposées si 

yp,q,n, ,p + q + ny^O^ GrP.Gr^.GrJV-^ = 0. 

On prendra garde, comme noté dans [Del2l, et nous le verrons dans les propriétés des fibrés as- 
sociés à des triplets de filtrations opposées, que l'ordre des filtrations importe dans la définition. 
Par le lemme de Zassenfiaus F* et G* jouent ici un rôle symétrique. On pourra lui préférer la 
définition équivalente, 

(W, F*, G*) opposées <^V n, {F', G') sont - n-opposées sur GrJ^. y, 

dans laquelle la dissymétrie est plus explicite. 

On aborde ensuite les constuctions de Rees qui forment la base de la géométrisation des 
espaces vectoriels filtrés. La philosophie générale de ces construction est la suivante : à un vecto- 
riel filtré on associe un fibré équivariant pour l'action d'un tore, l'action permet réciproquement 
de retrouver la filtration sur une des fibres du fibré. Plus précisément, considérons un espace 
vectoriel muni d'une filtration décroissante et exhaustive on associe un faisceau sur la 

droite = Specfc[M], sous-faisceau de J*(C'Gm ®fc ^) (oû j '■ Gm A}) engendré par les 
éléments de la forme u~p.w pour w G Fp. La filtration fournit des "pôles" en 0. Le faisceau 
obtenu est le faisceau de Rees ^a^{V,F*), il est localement libre et équivariant pour l'action du 
tore G„i par translation sur la base. Réciproquement, si l'on part d'un fibré équivariant sur la 
droite affine, on peut reconstruire une filtration sur l'espace vectoriel fibre en 1 du fibré en re- 
gardant l'ordre des pôles des sections équi variantes. La construction de Rees et sa construction 
inverse donnent une correspondance (cf.[Si2]), 

<E>H 

{Espaces vectoriels filtrés} < ^ {Fibrés Gm équivariants sur A^} . 

On peut poursuivre cette correspondance aux espaces vectoriels munis de deux filtrations. 
A gauche les morphismes sont les morphismes d'espaces vectoriels filtrés strictement compatibles 
aux filtrations, à droite les morphismes sont les morphismes équivariants de fibrés vectoriels 
dont le conoyau est singuHer au plus en codimension 2, le Heu de singularité étant contenu dans 
l'origine du plan affine, 

{Espaces vectoriels bifiltrés} < > {Fibrés Gj^ équivariants sur A^} . 
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Si l'on part d'un espace vectoriel trifiltré {V, F' , F' , F') , on peut alors définir un fibré 
sur le plan projectif £,p2{V, F' , F' , F') en recollant les fibres sur les affines standards obtenus 
à partir des trois couples de filtrations. C'est le fibré de Rees associé à l'espace vectoriel trifil- 
tré (y, F* , F* , F*) . Les actions des se recollent pour former une action du tore quotienté 
par la diagonale, T = G^/A(G^). On peut alors exhiber une équivalence de catégories en- 
tre la catégorie des espaces vectoriels trifiltrés munie des morphismes strictement compatibles 
entre les filtrations et la catégorie des fibrés T-équivariants sur le plan projectif munie des 
morphismes équi variants dont le conoyau est singulier au plus en codimension 2, donc sans 
torsion. Le conoyau d'un morphisme dans cette catégorie est défini comme étant le faisceau 
réfiexif associé au conoyau faisceautique, et est donc localement libre puisque l'on est sur une 
surface. L'équivalence de catégories découle donc du fait que le foncteur de Rees est exact de la 
catégorie des espaces vectoriels trifiltrés munie des morphismes strictement compatibles vers la 
catégorie des faisceaux cohérents équivariants sur le plan projectif privé des trois points origines 
des cartes affines standard. Le conoyau ainsi défini dans la catégorie des fibrés sur le plan pro- 
jectif complexe coïncide donc en dehors d'un ensemble de codimension 2 avec le fibré de Rees 
associé au conoyau du morphisme de modules de Rees, ainsi les fibrés associés sont isomorphes 
car les faisceaux réflexifs sont entièrement déterminés par leur restriction au complémentaire 
d'un ensemble de codimension 2. 

En vue de l'application à la théorie de Hodge, il faut traduire la condition filtrations 
opposées en terme de fibrés de Rees. Par un calcul de classe de Chern, on sait que les fibrés 
associés aux structures de Hodge doivent être de degré 0. On remarquera, en guise de vérifica- 
tion, que toutes les formules de calcul des invariants des fibrés associés à des filtrations opposées 
(V, Fq,F', F*) sont symétriques en F' et F*. Supposons que {V, F' , F* , F*) forment des filtra- 
tions opposées. Alors sur chaque espace gradué associé à la filtration F*, celle qui joue un rôle 
dissymétrique, les deux autres filtrations sont opposées. Ceci se traduit par le fait que le fibré 
Gm-équivariant obtenu par restriction du fibré de Rees au diviseur associé à la filtration F*, 
Pj, soit semistable de pente 0. Réciproquement, si tel est le cas pour un fibré de Rees, alors les 
filtrations {F*, F*) définissent bien des filtration n-opposées sur le gradué à l'étape n associé à 

Le théorème principal est donc. 
Théorème. 2 La construction du fibré de Rees sur associé à un espace vectoriel trifiltré 

établit des équivalences de catégories entre : 

• La catégorie des espaces vectoriels de dimension finie munis de trois filtrations décroissantes et 
exhaustives et des morphismes strictement compatibles aux filtrations C^futr est équivalente à la 
catégorie des fibrés vectoriels sur le plan projectif munis de l'action de T et des morphismes 
équivariants de fibrés dont les singularités du conoyau sont en codimension 2, supportées aux 
points (1 : : 0), (0 : 1 : 0) et {0 : : 1), J^ib(P'^/T) : 

{Csfiitr} {nbçpyT)} . 

• La catégorie des espaces vectoriels de dimension finie munis de trois filtrations décroissantes, 

exhaustives et opposées et des morphismes strictement compatibles aux filtrations C3 f iitr,opp est 
équivalente à la catégorie des fibrés vectoriels PQ-semistables de pente sur le plan projectif 
P^ munis de l'action de T et des morphismes équivariants de fibrés dont les singularités du 
conoyau sont en codimension 2, supportées au point (1 : : 0), .^î&pi_semista6ie,/:i=o(P^/T) 

{C3filtr,opp} ■< {•^*^pi-semîsto6ie,([t=o(P /T)} . 

Pour l'application à la théorie de Hodge, il faut ajouter de la structure réelle ; on veut 
trouver la condition sur les fibrés de Rees qui traduise le fait que les filtrations (F', F') soient 
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conjuguées par rapport à une structure réelle sous-jacente. Le corps de base est ici celui des 
complexes, C. Cette condition est une propriété d'équivariance des fibrés de Rees pour l'action 
d'une involution anti-holomorphe r qui échange les droites associées aux filtrations F' et F*. 
Un fibré est T'"-équivariant s'il est à la fois r et T-équi variant. On montre alors que, 

Théorème. 3 La catégorie des espaces vectoriels complexes de dimensions finies munis d'une 
structure réelle sous-jacente, de trois filtrations décroissantes, exhaustives et opposées telles que 
deux d'entre elles soient conjuguées, l'autre définie sur la structure réelle, et des morphismes 
strictement compatibles aux filtrations C^fiitr,opp,ii est équivalente à la catégorie des T'^ -fibrés 
vectoriels PQ-semistables de pente sur le plan projectif 'P^ et des morphismes de -fibrés 
dont les singularités du conoyau sont en codimension au plus 2, supportées au point (1:0:0), 

•^*^Pj-semista6;e,/:i=o(P^/T^) • 

{C3filtr,opp,Il} ^ — {^'ibp^.-semistable, fj.=oi^ /T^)} . 

Ces descriptions et l'étude faite dans le théorème 1 permettent de montrer, de façon 
géométrique, que les catégories C3/ iltr,opp et Csf iltr.opp R sont abéliennes. On introduit alors la 
catégorie C^futr^opp ^ont les objets sont ceux de C3fmr,opp mais dans laquelle les morphismes sont 
supposés compatibles, pas forcément strictement compatibles. On retrouve, comme conséquence 
des théorèmes précédents, le résultat de Dclignc ([Dcl2], th 1.2.10.) qui dit que tout morphisme 
^sfiitr opp automatiquement strictement compatible aux filtrations et donc que cette 
catégorie se confond avec C3fmr,opp- 

Il est très important de noter que les catégories abéliennes ^î6pi_semistaWe,M=o(P^/T) et 
jFi6pi_gg„j,,,„;j;p ^^_q(P^/T'^) qui sont des sous-catégories de la catégorie des faisceaux cohérents 
sur le plan projectif ne sont pas des sous-catégories abéliennes de cette catégorie. Le foncteur 
n'est pas exact des modules de Rees gradués vers les faisceau cohérents. Les conoyaux dans 
•^«&pi-semista6ie,M=o(PVT) et J^ihpi_semistabie,n=o{'P'^ 1^'') sout définis commc Ics faisccaux 
réfiexifs (donc localement libres puisque l'on est sur une surface) canoniquement associés aux 
conoyaux faisceautiques. Comme les singularités de ces derniers sont au plus en codimension 2, 
prendre le faisceau réfiexif associé ne change pas le degré et permet d'énoncer des propriétés de 
Po-semistabilitc et /i-semistabilité. 

La catégorie des fibrés J^ib^-semistabie,ti=o(P'^ /T^) définie de la même façon mais avec 
une condition de semistabilité moins forte, la /i^-semistabilité, est abélienne (théorème 1, [Pen]). 
Cette remarque nous permet de définir la catégorie équivalente des espaces vectoriels munis de 
trois filtrations "/i-opposées", condition symétrique en les trois filtrations. 

• Dans la deuxième partie, on veut poursuivre le dictionnaire établi dans la première 
partie pour les espaces vectoriels filtrés aux familles d'espaces vectoriels filtres. Par famille 
d'espaces vectoriels filtrés paramétrisée par une base S, on entend fibré vectoriel sur S filtré 
par des sous-espaces vectoriels stricts. Lorsqu'on fait la construction de Rees associée à un 
fibré vectoriel filtré par des sous-fibrés stricts et tel que les filtrations soient exhaustives et 
décroissantes sur une variété algébrique lisse S, {V , T* , , T*) S, on obtient un faisceau 
de OgxP^-niodules cohérent ^{V , J^* , J^' , J^*) Qui n'est pas localement libre en général, mais 
toujours réfiexif. Le faisceau de Rees relatif ^(V,^*,^*, ^2) est T-équivariant pour l'action de 
T sur le produit S x P"^ héritée de l'action par translation sur le deuxième facteur. On ne sait 
pas en toute généralité retrouver la famille d'espaces vectoriels filtrés à partir du faisceau de 
Rees équivariant. Par contre si la famille est plus rigide i.e. si les rangs d'intersection deux à 
deux des différents sous-fibrés ne sautent pas, alors le faisceaux de Rees est un fibré vectoriel 
équivariant dont la donnée est équivalente à celle de la famille. Cette hypothèse est notée (H). 
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Elle est toujours vérifiée par strates, ainsi le dictionnaire relatif est un dictionnaire par strates ; la 
condition filtrations opposées est toujours traduite en terme de PQ-semistabilité des restrictions 
du fibré de Rees aux {s} x P-^ pour s e S, restrictions permises par l'hypothèse (H). Ainsi, il 
vient. 

Théorème. 4 Soit S une variété algébrique lisse de type fini sur un corps algébriquement clos 
de caractéristique nulle k. La construction des faisceaux de Rees relatifs sur 5 x P^ établit les 

équivalences de catégories entre : 

• La catégorie C^futriS) des fibrés vectoriels sur S trifiltrés par des sous-fibrés stricts tels que 
les filtrations soient exhaustives et décroissantes munie des morphismes de fibrés strictement 
compatibles aux filtrations et qui vérifient l'hypothèse (H) et la catégorie Tib{S x P^/T) des 
fibrés vectoriels T-équivariants sur S xP^ dont les restrictions ont les propriétés voulues munie 
des morphismes équivariants de fibrés dont le conoyau est sans torsion : 

C3filtr{S) + {U)^^J^ib{S X PVT) . 

• La catégorie Czfiitr,opp{S) des fibrés vectoriels sur S trifiltrés par des sous-fibrés stricts tels 
que les filtrations soient opposées, exhaustives et décroissantes munie des morphismes de fibrés 
strictement compatibles aux filtrations et qui vérifient l'hypothèse (H) et la catégorie 
jFîfepi_,p„jj,j^j5;g/<j^,_Qyç(S' X P^/T) des fibrés vectoriels T-équivariants sur S' x P^ dont les 
restrictions ont les propriétés voulues et dont les restrictions à {s} x P^ pour tout s G 5* sont 
^Q-semistables de pente munie des morphismes équivariants de fibrés dont le conoyau est sans 
torsion : 

Csîatr,opp{S) + (H) ^ibpi-sernistable/S,n=0/s{^ ^ P /T) . 



• La troisième partie est la traduction de la première en termes de structures de Hodge 
mixtes. En oubliant la structure du réseau entier et la structure rationnelle, une structure de 
Hodge mixte est la donnée d'une filtration exhaustive et croissante W, d'un espace vectoriel réel 
iÎR, la filtration par le poids, et d'une filtration exhaustive et décroissante F' du complexifié 
Hc = Hji C, la filtration de Hodge telle que, F étant la filtration conjuguée à la filtration 
de Hodge par rapport à la structure réelle sous-jacente, le triplct de filtration {W,,F*,F ) 
forme un système de filtrations opposées sur Hc- On fait la construction de Rees associée aux 
données {Hc , W ,F',F ) , où W* est la filtration décroissante canoniquement associée à la 
filtration W,. Alors la construction de Rees et la construction inverse, 

{{Hc,W,F',f')}^=^{^p2{Hc,W,F',f')} , 

étabfissent l'équivalence de catégorie donnée par le théorème 

Théorème. 6 La construction du fibré de Rees sur P^ associé à un espace vectoriel trifiltré 
établit les équivalences de catégories entre : 

• La catégorie des structures de Hodge mixtes réelles Catcn-MHS et la catégorie des fibrés vec- 
toriels -équivariants ^Q-semistables de pente /i = munie des morphismes T'^ -équivariants 
dont les singularités des conoyaux sont supporté part la sous-variété de codimension 2, (1 : : 
0) ; 

{Catcn-MHS} {^''■f^l-sem.istables,n=o{P /T"^)} • 

4>/ 
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Ce théorème donne une démonstration géométrique des faits suivants : 
Corollaire. UfThéorème (1.3.16), [Del2]) 

• La catégorie des structures de Hodge mixtes réelles Catcn-MHS est abélienne. 

• Les joncteurs "oubli des filtrations", Grw, Grp, Gr-p et GrwGrp = GrpGrw = Gr^Gr-p = 
Gr^Grw de Catcu-MHS dans la catégorie des espaces vectoriels complexes sont exacts. 

Explicitons dans le cadre des structures de Hodge mixtes la remarque faite à la fin de 
la présentation de la partie 1 sur les conoyaux dans la catégorie ^î&pi_semista6!es,/:i=o(P^/T) • 
Considérons la suite exacte de structures de Hodge mixtes 

Cette suite exacte se traduit par le théorème précédent en la suite exacte dans la catégorie 

-^*^Pj-semista6;es,([i=o(P^/T^) 

Cette suite exacte se transforme en couple de suite exactes dans la catégorie des faisceaux 
cohérents équivariants 

O^U^^H^ Coker ^ 0, 

^ Coker ^ ^ Ot ^ 0, 

où T est un sous-schéma de codimension 2 supporté au point (0 : : 1). Le foncteur de Rees 
est "exact sur P^\(0 : : 1)". La longueur de T va nous permettre de définir un invariant 
intéressant des structures de Hodge mixte qui détecte si elles sont R-scindées ou non. 

Avant de décrire cet invariant donnons quelques conséquences du théorème. Il permet 
de retrouver géométriquement, à l'aide des résultats connus sur les extensions de faisceaux co- 
hérents sur les surfaces, le fait qu'il n'y a pas d'extension non triviales au delà des premiers 
groupes d'extensions pour les structures de Hodge mixtes. On donne en effet une autre démon- 
stration du fait suivant ([C-H]) : soient A et B deux structures de Hodge mixtes, alors, pour 
toutp > 1, ExtP{B,A) = 0. 

Par le biais des fibres de Rees, on définit aussi un notion de structure de Hodge mixte 
indécomposable. Toute structure de Hodge mixte se décompose en sous-structures de Hodge 
mixtes indécomposables. Ceci permet de comprendre la complexité de la position relative des 
filtrations par blocs. 

Le reste de la partie 3 est voué à la définition et à l'étude du niveau de R-scindement 
d'une structure de Hodge mixte. Cet invariant de structures de Hodge mixtes, noté a, se définit 
à partir des invariants discrets des fibrés de Rees, fibrés de degré 0. Il est donné par la deuxième 
classe de Chern de ces fibrés. Cette classe de Chern est expHcitée par la formule 

aiH) = C2i^MH)) = lT.iP + if^h^H - ^'h'), 

où les entiers /i^' sont définis par 

/i?," = dimcGr|.Gr?..Gr^';;_,ffc. 
Ce sont les nombres de Hodge classiques. Les entiers s|^* sont donnés par 

=dimcGr|.G<.ffc. 

Ces derniers entiers sont importants pour décrire les sauts de dimension d'intersection entre 
les sous-espaces vectoriels que définissent la filtration de Hodge et sa conguguée et donc pour 
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mesurer la complexité d'une structure de Hodge mixte en terme de position relative des filtra- 
tions. Le niveau de R-scindement généralise la notion de structure de Hodge mixte R-scindée 
dans le sens où il prend ses valeurs dans les entiers naturels et on a l'équivalence suivante 

a{H) =0 4^ H est R-scindée. 

Pour une structure de Hodge mixte R-scindée, ce qui est le cas de toutes les structures de Hodge 
dont la longueur de la filtration par le poids est strictement inférieure à 2, on a pour tous les 
entiers p,q, h^'' = s^'. L'invariant se comporte bien par rapport aux opérations classiques sur 
les structures de Hodge (cf. Théorème 7.) et est sur-additif par extensions (cf. Théorème 8.). 

Dans quelques exemples, pour des courbes complexes de genre et 1 qui ne sont pas 
complètes et ont pour singularités des singularités nodales, on calcule le niveau de R-scindemont 
des structures de Hodge mixtes sur le premier groupe de cohomologie. L'exemple pertinent le 
plus simple est celui d'une courbe de genre avec deux points enlevés et deux points recollés. 
L'espace de modules de telles courbes est isomorphe à C. Alors l'invariant a est génériquement 
égal à 1, la structures de Hodge mixte est génériquement non scindée, et vaut lorsque la classe 
d'isomorphisme de la courbe est donnée par un point sur une droite réelle de C. Les sauts de 
a se font en codimension réelle. 



• La quatrième partie est d'abord consacrée à des rappels sur les variations de structures 

de Hodge mixtes et sur la construction des espaces de modules associés. On stratifié ensuite 
la base d'une variation de structures de Hodge mixtes par l'invariant a qui est semi-continue 
inferieurement, le niveau de R-scindement est génériquement le plus haut. On esquisse une idée 
d'application de l'existence de telles stratifications sans toutefois parvenir à trouver d'exemple. 

L'ambition d'écrire, au moins sous l'hypothèse (H), un dictionnaire entre variations de 
structures de Hodge et familles de fibrés sur le plan projectif complexe est vaine. Cette partie 
ne peut pas être l'application de la partie 2 à la théorie de Hodge comme la 3 l'est de la 1. 
L'obstacle majeur est que la filtration conjuguée à la filtration de Hodge varie évidemment anti- 
holorphiquement pour une variation de structures de Hodge mixtes. On propose quelques idées 
pour pouvoir "déplier" les filtrations de Hodge et conjuguées en deux filtrations holomorphes 
et ensuite apphquer le travail de la partie 2. 



• Dans l'annexe on rappelle la notion de structure twistorielle mixte d'après [Si2] ainsi 
que la construction de fibrés sur la sphère holomorphe associés à des paires de filtrations. Les 
entiers s^''^ donnent une expression explicite des structures twistoriehes mixtes associées à des 
structures de Hodge mixtes. 

* * * 

Remerciements : Je tiens à remercier C.Sabbah pour m'avoir suggéré cette démarche, à 
remercier C.Sorger pour les commentaires sur la condition de semistabilité et je tiens à exprimer 
toute ma gratitude et ma reconnaissance à C.Simpson pour avoir encadré ce travail. 
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2 Construction d'un fibré sur associé à un espace vec- 
toriel trifiltré 



2.1 Filtrations 

2.1.1 Espaces vectoriels filtrés 

Nous rappelons ici, suivant [Dcl2], des définitions et généralités sur les filtrations. Cette 
partie est destinée à fixer les notations et à énoncer des propriétés bien connues. On fixe un 
corps k algébriquement clos et de caractéristique nulle. 

Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur k. 

Définition 1. Une filtration décroissante F*{V) (resp. croissante F,{V)) de V est une famille 
de sous-espaces vectoriels {F^{V))pi=z (resp. {Fp{V))pez) de V tels que : 

\fm,n, n<m^ F'^iV) <z F"{V) 

(resp. \/m,n n < m Fn{V) C Fm{V)). Un espace vectoriel V muni d'une filtration F' sera 
appelé espace vectoriel filtré et noté {V,F*{V)). 

On peut associer une filtration décroissante F'{V) à une filtration croissante F,(V) en 
posant : Vm Fm,{V) = F~"^(V). Toutes les définitions et propriétés que nous donnerons par la 
suite pour les filtrations décroissantes se transportent ainsi aux filtrations croissantes. 

Définition 2. Une filtration de V est dite exhaustive s'il existe deux entiers p et q tels que : 

FP{V) = {0} et F'^{V) = V. 

Définitions. Soient {V, F* (V)) et {V , F* (V')) deux espaces vectoriels filtrés. Un morphisme 
d'objets filtrés f est un morphisme de V dans V' tel que : 

Vto€ Z, fiF'^iV)) C F"\V'). 

Les espaces vectoriels de dimension finie sur k forment une catégorie additive, la défini- 
tion suivante a donc un sens : 

Définition 4. Un morphisme d'objets filtrés f : {V,F*(V)) {V , F*{V')) est strictement 
compatible aux filtrations si la flèche canonique de Coïm{f) dans Im{f) est un isomorphisme 
d'objets filtrés c'est à dire, V et V étant des k-modules comme espaces vectoriels sur k que : 

VmeZ, f{F'^{V))=Im{f)nF"'{V'). 

A tout espace vectoriel filtré (V, F*{V)) est associé un espace gradué qui est une famille 
de /c-espaces vectoriels indexée par Z, (Gr^,. (F))„ez = (F"(V")/F"+i(F))„ez. 

Soit j : V ^ V un morphisme injectif d'espaces vectoriels sur k. Supposons que V soit 
muni d'une filtration F*{V). On peut alors définir sur V' une filtration induite par celle de V : 

Définition 5. La filtration F*{V') sur V induite par la filtration F'{V) sur V est l'unique 
filtration qur V telle que j soit un morphisme strictement compatible aux filtrations c 'est à dire 
que l'on ait : 
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La filtration quotient sur V/V est l'unique filtration telle que la projection canonique 
p : y — > V/V soit strictement compatible aux filtrations c'est à dire : 

F"(T//y') = piF'^iV)) ^ {V + F"{V))/V' S n F"iV)). 

On peut ainsi définir par la stricte compatibilité et la propriété universelle des sommes 
directes la filtration d'une somme directe finie d'espaces vectoriels filtrés : 

Soit {Vi, F' {Vi))i^^i^n] une famille finie d'espaces vectoriels filtrés. On définit une filtration 
sur eie[i,n]^i par : 

De façon analogue, pour le produit tensoriel d'un nombre fini d'espaces vectoriels filtrés : 

Soit {Vi, F* {Vi))i^[i^n] une famille finie d'espaces vectoriels filtrés. On définit une filtration 
sur 0ie[i,„]yi par : 

F''i^ie[i,n]Vi) = E5:.fc.=feIm((^ie[i,„]i^'='(Vi) ^ = Ez^k.=k^^e[l,n]F'''{V^). 

On a aussi, pour deux espaces vectoriels filtrés {V,F*{V)) et {V',F'{V')) : 
F*=Hom(V, V') = {f: V ^ V'\in, /{F^'iV) C i?'"+^(y')} 

d'où : 

Hom((y, F'{V)), (V\ F'{V'))) = F°(Hom(F, V')). 

Définition 6. La filtration décroissante triviale de V notée Triv' est la filtration exhaustive 
décroissante donnée par Triv'^V = V pour i <0 et Triv'^V = {0} . 

Pour p G Z, l'opération de décalage Dec^ d'une filtration F'{V) associe à cette filtra- 
tion exhaustive et décroisante la filtration exhaustive et décroissante Dec^F'ÇV) donnée par 
DecPF''{V) = F^'+PiV) pour tout mnZ. 

Cette dernière filtration est notée F[p]* dans [Del2]. La filtration décroissante triv- 
iale décalée de p, notée Dec^Triv* est celle donnée par Dec^Triv^V = V pour i < —p et 
Ded'Triv-P+'^V = {0}. 

Remarque : Pour ne pas alourdir les notations, la filtration triviale sur un espace vecto- 
riel sera encore notée Triv* sur les sous-espaces vectoriels et les espaces vectoriels quotients. 

Définition 7. On notera Cnfutr la catégorie des espaces vectoriels de dimension finie sur k 
munis de n filtrations décroissantes et exhaustives et dont les morphismes sont les morphismes 
strictement compatibles aux filtrations. 

2.1.2 Filtrations opposées 

On introduit ici, toujours suivant [Del2] la notion de filtrations opposées. On dira qu'un 
espace vectoriel V sur k est bifiltré s'il est muni de deux filtrations F*{V) et G*{V), il sera noté 
{V.F'{V),G*{V)). Gr^.{V) est un quotient d'un sous-objet de V et d'après la section précé- 
dente est donc muni d'une filtration induite par la filtration G*{V) sur V . On obtient ainsi un ob- 
jet bigradué (Gr5.Gr?J.(y))„,„ez. Les objets (Grg.Gr^.(y))„,„ez et (C?r?J.GrS.(F))„,„ez 
sont canoniquement isomorpfies par le lemme de Zassenhaus. 
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Définition 8. Deux filtrations finies F'{V) et G'{V) sur V sont dites n-opposées si 

pour p + qy^n, Gr^. Gr'p. (V) = 0. 

Si (V^^'^)(p,g)ezxz est un objet bigradué tel que : 
YP,q _ Q gg^yf pour un nombre fini de couples {p, q) et, 

yp,q _ Q pour p + q ^ n, alors on définit deux filtrations n-opposées de V = J2p,q ^p,q 
posant : 

F^V) = Ep'>p,q' V'''' 

on obtient : 

Gr^i.Gr'p.iV) = F™'". 

Par ces constructions, Deligne établit une équivalence de catégories quasi-inverse l'une de l'autre 
entre la catégorie des espaces vectoriels munis de deux filtrations n-opposées et la catégorie des 
objets bigradués définis ci-dessus. Cette équivalence est donnée par la proposition suivante : 

Proposition 1. [Del2] 

- (i) Soient F*{y) et G'iV) deux filtrations finies sur V. Ces deux filtrations sont n- 
opposées si et seulement si 

yp,q, p + q = n + l^ Fp{V) ^«(F) ^ V. 

- (a) Si F*{V) et G*{V) sont n-opposées, si Von pose V^''^ = pour p + q ^ n et 
yp,q _ pp{y^ fi G'^(y) pour p + q = n, alors V est somme directe des V^''^ et F* et 
G' se déduisent de la bigraduation (l^^'')(p,g)6Zxz de V par le procédé décrit plus haut. 

Nous aurons surtout à manipuler des triplets de filtrations opposées c'est à dire : 

Définition 9. TYois filtrations finies W'(y), F*{V) et G*{V) d'un espace vectoriel complexe 
V sont dites opposées si 

yp,q,n, ,p + q + nj^O^ Gr^.Gr^.GrJV- (1^) = 

On peut vérifier aisément que si F*{V) et G*{V) sont des filtrations finies n-opposées sur 
l'espace vectoriel V alors les filtrations finies Dec^^'^Triv' , F'{V) et G'{V) sont opposées sur V. 

Plus généralement, si W*{V), F*{V) et G*{V) sont opposées sur V, F*{V) et G*{V) in- 
duisent sur Gry^r.{V) des filtrations —n-opposées. En posant V"-'^ = Gr^.Gr'^.Gr^y.'^'' (V) 
on a d'après la proposition précédente une décomposition en somme directe de Gr^.{V), 
Grl^.iV) = ®j,+g=-nVP'i. 

Il est très important de remarquer que dans la définition de filtrations opposées, les trois 
filtrations ne jouent pas un rôle symétrique. Par le lemme de Zassenhaus, 

Vp, q, n, Grl. Gr^. Gr^,. (F) ^ Gr%. Gr^. Gr^,, (F), 

ce qui signifie que les filtrations F* et G* jouent des rôles symétriques, mais la filtration W* ne 
joue pas le même rôle. Par exemple, soit V = k"^ =< e, / >k équipé des filtrations décroissantes 
et exhaustives F*, F* et F' suivantes : 

• W-'^ = V, W-^ = =< e >, ^ {0}, 

• F» = y, =< / -F Ae >, F2 = {0} où A e fc, 
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• G° = V, =< f + lie >, F2 = {0} où M e fc. 
Alors Grp,GrQ.Gr^.{V) est de dimension 1 et Gr^,Grp,GrQ.{V) de dimension 0. 

Pour bien noter que l'ordre des filtrations importe dans la définition on remarquera 
l'équivalence suivante 

{W'{V),F*{V),G'{V)) opposées <^V n, {F'{V),G'{V)) sont n - opposées sur Gr^.. 

Citons un résultat sur la catégorie des espaces vectoriels munis de trois filtrations op- 
posées et des morphismes stricts que nous montrerons par une autre voie, géométrique, que 
celle suivie dans [Del2]. 

Théorème. (Th. (1.2. 10), [Del2]) Soit C^futr^opp catégorie dont les objets sont les espaces 
vectoriels sur k munis de trois filtrations finies opposées W*(V), F*(V) et G*{V) et les mor- 
phismes sont les morphismes compatibles aux trois filtrations, alors : 

- (i) C^fiitr,opp est une catégorie abélienne. 

- (a) Le noyau (resp. conoyau) d'une flèche f : A ^ B dans Csfiitr,opp est le noyau 
(resp. conoyau) du morphisme d'espaces vectoriels muni des filtrations induites par 
celles de A (resp. quotient de celles de B). 

- (m) Tout morphisme f : A ^ B dans C^fiitr,opp est strictement compatible aux fil- 
trations W*{y), F*{V) et G*{V). Le morphisme Grw{f) est compatible aux bigrad- 
uations de Grw{A) et Grw{B). Les morphismes Grpif) et Grcif) sont strictement 
compatibles à la filtration induite par W . 

- (iv) Les joncteurs oubli des filtrations de C3fiitr,opp dans la catégorie des espaces vec- 
toriels, Grw, Gtf, Gra et GrwGrp = GrpGrw = GrpGrcGrw = GraGrw = 
GrwGra sont exacts. 

2.1.3 Filtrations et scindements 

Tous les espaces vectoriels sur k munis de filtrations seront supposés de dimension finie. 
Toutes les filtrations seront supposées exhaustives et sauf avis contraire décroissantes. On note 
End(V) l'anneau des endomorphisme de V. 

Définition 10. Soit {V,F') un espace vectoriel filtré. Un endomorphisme semi-simple Y S 
End(F) scinde F* siVk G Z F^ = F'^'^^ ® Ek{Y) où Eh{Y) est le sous-espace propre associé 
à la valeur propre k. Y est une graduation de {V,F*). 

Toute filtration F* sur un espace vectoriel V peut être scindée. On peut construire un 
scindement de la façon suivante : F' est décroissante et exhaustive donc il existe un plus grand 
indice p tel que F^^^ = {0} et FP ^ {0}. Soit {,ff}ieip une famille d'éléments de V formant une 
base de F^. On complète cette famille dans F^^^ par des vecteurs {/f~^}ie/p_i pour obtenir 
une base de Fp~^. On itère l'opération pour obtenir une base de V formée par la famille finie 
^ke[q,p]{fi}i&ik OÙ q est un entier tel que F' = V. Cette famille est dite compatible avec la 
filtration. Soit Y l'endomorphisme de V définit par Y[ff) = k.f^ pour i e /fe. F est bien un 
scindement de {y,F*). 

Une tel scindement définit une graduation de V i.e. une décomposition de V en une 
somme directe compatible avec la filtration : V = ^^IgEkiY) et F" = ®lZn^k{Y). Nous 
noterons y {F') l'ensemble des endomorphismes de V qui scindent F' . 

Soit {VjF'jF') un espace vectoriel muni de deux filtrations. Une bigraduation de V, 
V = est dite compatible aux filtrations F' et F* si pour tout p € Z : 
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F[ = ®a>p,gV'''1 et PP = ®p,q>bVP'\ 

Il existe toujours une graduation de V compatible à F' associée à un endomorphisme Yp* qui 
scinde F* pour i G {1,2}. Le lemme suivant signifie que l'on peut trouver deux tels endomor- 
phismes !>• G y{F') et Yp- G y{F') qui commutent. 

Lemme 1. Pour tout espace vectoriel muni de deux filtrations (F, F*, F*) existe toujours 
une bigraduation V = ®p,qVP''' compatible aux deux filtrations. 

On dit alors que l'on peut scinder les deux filtrations simultanément. La preuve consiste à 
exhiber une base de V compatible avec les deux filtrations par complétions de bases successives. 

Une telle propriété n'est pas vraie en général lorsque V est équipé de plus de deux 
filtrations. Soit {V, F* , F*) un espace vectoriel muni de n filtrations. Il n'est pas toujours 
possible de trouver Yp» G 3^(-F*) pour tous i G [l,n] tels que pour tous {i,j) G [l,n]^ ,Yf' -Yp» = 
Yf'.Yf'. 

On peut traduire ceci en terme d'espace multigradué. Un espace vectoriel V de dimension 
finie est dit multigradué d'ordre n s'il est somme directe de sous-espaces vectoriels indexés 
par des n-uplets : V = V^''"'*" où la somme est finie. Soit V un espace vectoriel 

multigradué d'ordre n muni de n filtrations {F* , F*). On dit que sa multigraduation est 
compatible avec les filtrations si pour tout k G [l,n] et p G Z : 

Dire que l'on ne peut pas scinder les n filtrations simultanéement équivaut à dire que l'on ne 
peut pas trouver de multigraduation d'ordre n compatible aux n-filtrations. 

Ceci peut se produire dès que l'on a trois filtrations, comme le montre l'exemple suivant : 

Exemple : Soit V = =< e,f >k équipé des filtrations décroissantes et exhaustives F*, 
F' et F' suivantes : 

• Fi° = V, Fl =<f + Ke >, F^ = {0} oùnek, 

• = V, Fi =<f + Xe >, F| = {0} où A G fc, 

• i^? = y, F.} =< f + fie >, F| = {0} où // G k. 

Supposons que k, A, jj soient distincts deux à deux, sans quoi on est ramené à la situation de 
scinder au plus deux filtrations. Scinder F* et F' simultanément revient à prendre pour bigrad- 
uation de y = V^'° e V°''^ où V^'° =< f + Ke > et V°''^ =< / + Ae >. V^'° est le sous-espace 
propre associé à la valeur 1 de tout clément dans y (F*), ici, pour que les endomorphismcs 
commutent, on doit choisir pour Yf' l'élément qui a pour sous-espace propre associé à la valeur 
0, V^'^. De même, V^'^ est le sous-espace propre associé à la valeur 1 de tout élément dans 
y{F'), ici on doit choisir pour Yf-. l'élément de End(y) qui a pour sous-espace propre associé à 
la valeur 0, F^'". Ainsi Yp' .Yp. — Yp. . Yp. = 0. Comme /i ^ /t et /i ^ A, on ne peut diagonaliser 
aucun élément Yp» G y{F') dans cette base. 

On peut regarder l'espace des configuration des trois filtrations comme k^ où chacunes 
des coordonnées k, A et /i sont quelconques dans k. Alors le lieu où l'on peut simultanéement 
scinder les trois filtrations est la diagonale générahsée de k^ formée des éléments 
{(k, k,/x),(k,A,A),(k,A,k)|(k,A,/x) g k^}. 

On peut de même généraliser au cas où les filtrations, "déterminées" par le terme d'indice 
1 ici, sont données par des droites quelconques de fc^. L'espace des configurations est alors 
la grassmanienne des droites dans k^, grass{l,2) = P^. Le Heu où l'on peut diagonaHser 
simultanéement les trois filtrations est alors la diagonale générafisée de x x P^. 

Considérons la catégorie dont les objets sont les espaces vectoriels munis de trois filtra- 
tions décroissantes, exhaustives et scindées et les morphismes sont les morphismes strictement 
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compatibles aux trois filtrations Cifiitr,sci- On peut montrer que : 

Proposition 2. La catégorie Csfiitr,sci est abélienne. 

Nous allons par la suite étudier les propriétés de C^futr^opp, la catégorie des espaces 
vectoriels munis de trois filtrations opposées, puis de Cifutr,sci et de leur intersection vue dans 
la catégorie des espaces vectoriels trifiltrés munie des morphismes compatibles aux filtrations. 

2.2 Préliminaires algébriques, modules de Rees 

Pour étudier les espaces vectoriels munis de plusieurs filtrations nous allons leurs associer 
des objets algébriques puis géométriques. L'objet de cette partie est de définir le module de Rees 
d'un espace vectoriel multifiltré et d'en dégager les principales propriétés. 

2.2.1 Modules de Rees 

Dans cette section, k est toujours un corps algébriquement clos de caractéristique nulle. 
On rappelle que l'on note Cnfutr la catégorie des espaces vectoriels sur k munis de n filtrations 
exhaustives et décroissantes dont les morphismes sont les morphismes strictement compatibles 
aux filtrations. On définit le module de Rees de la façon suivante : 

Définition 11. Soit (V, F*, F*, F*) un objet de Cnfutr- Le module de Rees d'ordre n associé 
à {V,F',F',...,F'), noté R"'{V,F'), est le sous-k[ui,U2, ■■■,Un\-module de 
k[ui,U2, ...,Un,u^^,U2^, ...,u~^] 0fe V suivant : 

R^{v,f:)= Y1 %^^«2"^^..«;;^''(F^^Ff n...nF^) 

(pi,P2,.-->Pn)ÊZ" 

La catégorie des espaces vectoriels sur k étant additive, CnfUtr est munie de sommes 
directes. 

Lemme 2. Soient {V,F^,F^,...,F^) G Cnfutr, {V , F^' , F^' , F^^') G C^futr et {V®V',F^® 
F*', F* ® F'' , F* (B F*') l'objet de Cnfutr qui s'en déduit par somme directe, on a l'isomor- 
phisme de k[ui,U2, ■■■,Un\-modules suivant : 

R'^iv, F') e F'') ^R^{v® V, F' e f;') 

Preuve: Il suffit de constater que par définition de la filtration sur la somme directe : 

(Ff 1 © Ff ^ ' n Ff © Ff n . . . n FP" © FP" ' ) = (^f ' n Ff n . . . n fp- ) © (Ff ^ ' n Ff' n . . . n f^- ') • 

□ 

La catégorie des espaces vectoriels sur k étant munie d'un produit tensoriel, Cnfutr est 
donc une catégorie tensorielle : 

Lemme 3. Soient iV,F^,F^, ...,F*) S Cnfutr, {V'.F^^F^', ...,F,:') e CnfiUr et (F(^F',FfO 
F*', F* (g) F*', ■■■,F* (g) F*') l'objet de Cnfutr Qui s'en déduit par produit tensoriel, on a l'iso- 
morphisme de k[ui,U2, -.-jUnj-modules suivant : 

R"{V,Fn R"{V',f:') - R^iV ®fe V',F; ®fc F'') 
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Preuve: On remarque que : (Ff Ofe ' H if = Ofc H ... H F^" 0^ F^"') = (Ff n if" H ... H 
J'P") Ofe (Ff^' n if"' n ... n F^"') ce qui permet de conclure. 

□ 

Remarque : Le deux lemmes précédents restent vrais pour une famille finie d'éléments 

de Cnfiltr- 

Lemme 4. Soit (pi) € Z" et {V, F* , F' , F') çCnfUtr, alors l'isomorphisme : 

( n uf).R-{V,F:)^R-{V,Ded>^F:) 

ie[l,n] 

est un isomorphisme de k[ui,U2, ■■■,Un\-modules. 

Preuve: Il suffit de montrer pour tout k G [l,n] que 'Ufe.iî"(V, F*) — > R"{V, Dec'-'' F*), où "Ifc" 

signifie que l'on ne décale que la A;-ième filtration de 1, est un isomorphisme de k[ui,U2, ■■■,Un]- 
modules. C'est bien le cas car on envoie l'élément Uk.{ui^^ ...u^^'' ... m^^") t) où v G (Ff^ n ... n 
Fî"= n ... n FP") sur l'élément u^^'^.-u^P"^^ ... u-^" v o\xv(^ (Ff n ... n Dec^Fj^"'^ n ... n F^") 
car Dec^Fl"-^ =Fl\ 

□ 

Module de Rees associé à une espace vectoriel filtré {y,F*) 

Le module de Rees associé à (V^F*), iî(V,F*), est le sous-fc['u]-module de V ®kk\u,u~^] 
engendré par les éléments de la forme < u~Pap,ap € F^ > : R{V,F*) = J2p F^ . D'après 
l'étude des scindements associés à un espace vectoriel filtré, on peut choisir une base {vi}i^i de 
V adaptée à la filtration c'est à dire telle que pour tout iGl ViG FP^^ - FP('+i). Les éléments 
forment une base de R{V,F*). 

Lemme 5. On a les isomorphismes : 
(i) R{V,F')/{u-l)^V. 

{ii) R{V,F*)[u-^]^V(8)k[u,u-^]. 

{iii) R{V,F')/{u)^Gr^V. 

Preuve: L'assertion (i) est évidente. 

Montrons le (h). Soit {vi}i^i une base de V compatible avec la filtration comme exhibé au 
dessus. L'isomorphisme consiste à envoyer pour tout i & I l'élément de la base du module de 
Rees u~P'^^^Vi e R{V,F') vers 1' élément Vi G V. Pour le (iii), on définit le morphisme qui suit : 
* : R{V,F') Gr^V par Eie/^^^'^^'i ^ {vi)iei où vl est la projection de Vi G Fp'<^ sur 
Gr^^.^V. Soit $ la surjection canonique $ : R{V,F') R{V,F')/{u). On a iCer* = Ker^ = 
u.R{V,F*). 

□ 

Module de Rees associé à un espace vectoriel muni de deux filtrations {V, F' ,G') 

Le module double de Rees, noté RR{V, F', G'), associé à {V, F*, G') est le sous A-module 
RR{V, F*, G*) C k[u, M^^, V, v^'-] ^ engendré par les éléments de la forme u~p v~'^ Up^q pour 
ap,q GFPnGi i.e. : RR{V,F*, G*) = J2p,q u-Pv-i{Fp (1 D'après l'étude des scindements 
associés à un espace vectoriel muni de deux filtrations faites plus haut, on sait qu'il existe une 
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base {vij}çij).nixJ de V qui est adaptée aux deux filtrations c'est à dire telle que l'on ait 
=< Vij.i G I,p{i) < p,i G J > et de même C =< Vij,j G J,q{j) < q,i E I >. 

Rappelons que comme pour tout p GVpV est le quotient d'un sous-objet PPV de V 
par un sous-objet Fp~^^V, il se trouve muni d'une filtration induite par G* (cf section sur les 
filtrations) ; ainsi Gr^V est aussi muni d'une filtration induite par G* , que l'on notera G*^^. 
Symétriquement on notera F'^^^ la filtration induite par F* sur Gr^V . 



Lemme 6. On a les isomorphismes de k[u\-modules : 

ii) RR{V, F', G')/{v - 1) ^ R{V, F') 

(il) RR{V,F',G')/{v) - R{Gr^V,F:^^) 

Ainsi que les isomorphismes de k[v]-modules : 

{iii) RR{V,F',G')/{u-l) ^ R{V,G') 
{iv) RR{V, F', G')/{u) ^ R{Gr^V, G*„,) 



Et les isomorphismes : 



{v) RR{V,F',G')/{u,v) ^ Gr'^Gr^V ^ Gr^Gr^V. 
{vi) RR{V,F',G')/{u-l,v-l) ^ V. 
{vii) RR{V,F',G')[u-'^]^R{V,G')(^k[u,u-'^]. 
{viii) RR{V, F* ,G*)[v-^] ^ R{V, F*) (g) k[v,v-^]. 
{ix) RR{V,F*,G*)[u-\v-'^]^V <E>k[u,u-'^,v,v-'^]. 



Preuve: L'assertion (i) est évidente. Démontrons la deuxième assertion. La preuve est similaire 
à celle du lemme précédent, on définit le morphisme \1/ : RR{V, F* ,G') R{Gr^V,G*^^) par 
^p,g (^p^)p.9<o où est la projection de ap^q Ç F^nG'^ sur J^^^^^^ . Le résultat 

découle du fait que Ker^ = u.RR{V, F', G'). 

(il) et (iv) sont des énoncés respectivement équivalents à (i) et {ii) (en permutant les 
deux filtrations en jeu F* et G'). 

Pour prouver (v), on applique le (m) du lemme précédent au A;[u]-module RR{V, F*, G*)/{v) = 
R{Gr'^V, F*^^), en découle le premier isomorphisme. Le deuxième isomorphisme 

Gr^Gr^V ^ Gr^Gr^V 

vient du lemme de Zassenhaus. {vi) est direct, tout comme {vii). {viii) est le pendant de (vii). 
Pour prouver {ix), on applique le lemme précité {ii) à {vii) ou {viii). 

□ 

2.2.2 Faisceau cohérent sur SpecA associé à un A-module : construction 

Ce paragraphe suit exactement la construction faite dans [H]. Il a pour but de fixer les 
notations et les propriétés de base de la construction d'un faisceau cohérent sur Spec A associé 
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à un A-module auxquelles on se référera par la suite. 

Définition 12. Soit A un anneau et M un A-module. On définit le faisceau associé à M sur 
Spec A, noté M de la façon suivante. Pour tout idéal premier p C A, soit Mp la localisation de 
M en p. Pour tout ouvert U C Spec A, on définit le groupe M{U) comme étant le groupe des 
fonctions s : U ^ Up^uMp tel que pour tout p € U, s{p) € Mp et tel que localement s est une 
fraction m/ f avec m & M et f £ A. 

Proposition 3. [H] Soit M le faisceau associé au A-module M sur X = Spec A. On a : 
{i) M est un Ox -module. 

(ii) Pour tout p S X , le germe {M)p du faisceau M enp est isomorphe au module localisé Mp. 
{m) Pour tout f € A, le Af — module M(D[f)) est isomorphe au module localisé Mf. 

(iv) En particulier, T{X,M) = M. 

Nous aurons aussi besoin de la proposition : 

Proposition 4. [H] Soit A un anneau et X = Spec A. Soit A ^ B un homomorphisme d'an- 
neaux, et / : Spec S Spec A le morphisme de spectres correspondant. Alors : 

{i) L 'application M M donne un foncteur pleinement fidèle de la catégorie des A-modules 
vers la catégorie des Ox -modules. 

{ii) Si M et N sont des A-modules, alors M = M ®Ox ^■ 

{m) Si {Mi\ est une famille de A-modules, alors ®Mj = ®Mj. 

{iv) Pour tout B -module N , on a f*{N) = (Na) où Na est N considéré comme un A-module. 

(v) Pour tout A-module M, on a f*{M) ^ Af®^B. 

2.3 Faisceaux cohérents, faisceaux cohérents réflexifs 

2.3.1 Définitions et propriétés 

Nous allons introduire ici des notions utiles à l'étude des faisceaux cohérents. Nous suiv- 
rons cssontiollomont lo plan de [OSS], nous ne rappelerons les démonstrations que lorsqu'elles 
introduisent des notions nécessaires à la suite de notre étude des espaces vectoriels filtrés. Com- 
mençons par quelques notions d'algèbre homologique. 

Dans cette partie, on entendra par variété algébrique tout schéma projectif lisse et séparé 
de type fini sur un corps algébriquement clos de caractéristique nulle k. 

Algèbre homologique, lieu singulier d'un faisceau cohérent 

Soit un faisceau cohérent sur une variété algébrique de dimension n. Le germe de sec- 
tions est un module finiment engendré sur l'anneau local régulier nœthérien Ox,x- 
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Définition 13. La dimension projective de Tx sur Ox,x, pd(^x); est la longueur minimale 
d'une résolution projective de Tx- 

D'après [S], IV-27, \)A.{Tx) est aussi le plus petit entier k tel que pour tout Ox.œ-module 
finiment engendré M et tout i > fc on ait Ext^^ ^ [J^x-, M) = 0. Elle est parfois appelée dimension 
homologique de Tx sur Ox.x et alors notée d\i{Tx)- 

Rappelons la définition d'une suite régulière pour un A-module M. Une suite d'éléments 
de A, Xi,X2, ■■■,Xr est une suite régulière pour M si xi n'est pas un diviseur de zéro dans M 
et si pour tout i = 2, ...,r, Xi n'est pas un diviseur de zéro dans M/{xi, ...,Xi-i)M. Si A est 
un anneau local d'idéal maximal m, alors la profondeur de M, notée depth(M), est la longueur 
maximale d'une suite régulière Xi,X2, ...jXr pour M avec pour tout i, Xi € m. 

Définition 14. La profondeur du Ox,x-module Tx, depth(^a;), e.st la longueur maximale d'une 
suite régulière pour Tx dans Ox,x ■ 

Comme Ox,x est un anneau local régulier, les deux notions précédentes sont reliées par 
la formule d'Auslander-Buchsbaum ([S], [H]) : 

pd(jr^) + depth(jr^) = à\m{Ox,x)- 

Lemme 7. [OSS] Soit T un faisceau cohérent sur une variété algébrique de dimension n. 
Alors : 

(i) pà{Tx) < k si et seulement si pour tout i > k {£xt\y^{T , Ox))x = 0. 
{ii) dim{supp £xtQ^{T,Ox)) <n — i. 



Définition 15. Soit T un faisceau cohérent sur une variété algébrique X. Le m-ième ensemble 
de singularité pour la dimension projective de T est : 

SmiJ") = {x& X|depth(jr^) < m). 

On a ainsi une suite d'inclusions X = Sn{T) D Sn-i{T) D ... D So{T). D'après 
la formule d'Auslander-Buchsbaum, on peut aussi définir ces ensembles par Sm{^) = {x G 
X\pà{Tx) > n — m}. Du lemmc précédent découle donc l'expression : 

Sm{T) = U'^„_^supp£xfoJT,Ox). 

On peut ainsi montrer : 

Lemme 8. ([OSS], II, lemme 1.1.4) -^6* ensembles Sm{T) sont des sous-ensembles algébriques 
fermés et à.\m{Sm{^)) > n — m. 

Le germe de T en x £ X , Tx est un Ox.rr-module libre si et seulement si sa dimension 
projective est nulle, ainsi l'ensemble singulier de T donné par : 

S{T) = {x € X\Txn'est pas un module libre sur Ox,x} 

coïncide avec Sn-i{T). Comme corollaire du lemme précédent vient donc : 
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Corollaire 1. L'ensemble singulier S{J^) d'un faisceau cohérent T sur une variété algébrique 
X est de codimension au moins 1. 

Ainsi, sur X\S{!F), T est localement libre. Si X est connexe, on peut donc définir le rang 
du faisceau cohérent T par : 

rg(^) = rg(:F|x\s(:F)). 

Définition 16. Un faisceau cohérent T sur une variété algébrique X est dit sans torsion si 
tout germe Tx est un Ox.x -module sans torsion, Le. si f € J^x et a € Ox,x sont tels que f.a = 
alors, ou f = ou a = 0. 

Les faisceaux localement libres sont sans torsion, les sous-faisceaux de faisceaux sans- 
torsion sont sans torsion. 

Le lemme ci-dessus nous donne aussi le résultat 

Corollaire 2. L'ensemble singulier d'un faisceau cohérent sans torsion est au moins de codi- 
mension 2. 

On en déduit que tout faisceau cohérent sans torsion sur une courbe algébrique est 
localement Hbre. 

Faisceaux réflexifs 

Soit !F un faisceau cohérent sur une variété algébrique X. Le dual de !F est le faisceau 
J^* = 'Hom{T, Ox)- Il y a un morphisme naturel fj,: T ^ T** . Le noyau de ce morphisme est le 
sous-faisceau de torsion T{T) de T i.e. pour tout x ^ X ker/i.i = {/ e Tx\^a € Ox,a:\{0}, fa = 
0} (cf [Gra-Rem], p69 pour une preuve dans le cadre analytique). 

Définition 17. Le faisceau cohérent T est dit reflexif si le morphisme naturel fx de J-" vers son 
bidual T — > T** est un isomorphisme. 

les faisceaux localement libres sont des faisceaux réflexifs. Comme on l'a vu, pour un fais- 
ceau cohérent J^, kei /j. = T{!F), ainsi faisceaux réflexifs sont sans torsion. Les faisceaux réflexifs 
sont plus généraux que les faisceaux localement libres mais moins généraux que les faisceaux 
sans torsion. La présentation des faisceaux réflexifs de la proposition qui suit est utile. 

Proposition 5. [Hl] Un faisceau cohérent T sur un schéma lisse et séparé X est réflexif si et 
seulement si il peut-être indu localement dans une suite exacte 

où £ est localement libre et Q est sans torsion. 

Preuve: La question est locale, on omet d'écrire les restrictions à des ouverts. Supposons que 
est réflexif. J^* étant cohérent, on peut trouver une résolution par des faisceaux localements 
libres C\ ^ Cq ^ T* ^ 0. Le foncteur duahsant 'Hom{—, Ox) étant exact à gauche, on obtient 
la suite exacte J^** — > -Cq — ^ 'C*. Notons par Im(f> l'image du morphisme de Cq vers C^. 
T étant réflexif, on a un isomorphisme T = T** . En composant par cet isomorphisme on a la 
suite exacte voulue ^ ^ £o ^ </> — > 0. 
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Réciproquement, si on a une suite exacte 0— >0 avec les propriétés 
voulues, alors T est isomorphe à un sous-faisceau d'un faisceau localement libre donc est sans 
torsion, ainsi l'application naturelle n : ^ !F** est injective. Comme £ est localement libre, 
donc réflexif, on peut voir !F** comme un sous-faisceau de £. Ainsi le quotient T** jT , qui est 
un faisceau de torsion, est isomorphe à un sous-faisceau de Q et est donc sans torsion car Q est 
sans torsion, donc nul, d'où l'isomorphisme. 

□ 

Tout faisceau cohérent T a une résolution par des faisceaux localement libre de la forme : 

£i ^ £o ^ ^ ^ 

Dualisons cette suite exacte, on obtient : 

^ jr* ^ £* ^ £* 

Notons par Q l'image du morphisme C,\,Q est un sous-faisceau de C\, donc sans torsion. 

Il vient donc : 

^ JT* ^ £* ^ ^ 0. 

D'où, comme corollaire de la proposition précédente : 

Corollaire 3. Le dual de tout faisceau cohérent est réflexif. 

La proposition qui suit est la principale caractérisation des faisceaux réflexifs dont nous 
aurons besoin. 

Proposition 6. [Hl] Un faisceau cohérent T sur une variété X est réflexif si et seulement si 
{i) T est sans torsion et, 
{il) pour tout X € X, depth^x > 2. 

Nous allons voir que les faisceaux réflexifs sont déterminés par leurs restrictions aux en- 
sembles complémentaires de sous-ensembles de codimension > 2. Ce sont en fait les faisceaux 
cohérents qui sont à la fois sans torsion et normaux. 

Définition 18. Un faisceau cohérent JF sur X est normal si pour tout ouvert U C X et tout 
sous- ensemble fermé Y de codimension > 2, le morphisme de restriction J^iU) J^{IÂ — Y) est 
bijectif. 

Proposition 7. [Hl] Soit T un faisceau cohérent sur X , alors les conditions suivantes sont 
équivalentes : 

{i) T est réflexif, 

(il) T est sans torsion et normal. 

Cette proposition sera utilisée sous la forme suivante : si / : f ^ JF est un morphisme de 
faisceaux réflexifs sur X qui est un isomorphisme en dehors d'un ensemble Y de codimension > 2, 
alors / est un isomorphisme sur X, en effet, pour tout ouvert C X, la suite d'isomorphismes 
suivante permet de conclure : 

£{U) ^ £{U - F) ^ J^{U - F) ^ J^{U). 
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2.3.2 /i-semistabilitê 



Soit T un faisceau cohérent sans torsion de rang r sur une variété algébrique X. Rappelons 
que le fibré en droite déterminant associé à T est définit par det(^) = [tJ T'Y* (d'après 5, un 
faisceau réflexif de rang 1 est un fibré en droites) . La première classe de Chern de T est définie 
par 

ci(^) = deg(det^), 
et est à valeurs dans Z (voir [H] pour la définition et les propriétés du degré). 

Nous n'avons donc définit la première classe de Chern que pour les faisceaux cohérents 
sans torsion comme étant le degré du fibré déterminant qui est un fibré en droite. Supposons 
qu'un faisceau cohérent (avec ou sans torsion) T admette une résolution finie par des fais- 
ceaux localement fibres ^ ^ Tn ^ T^-i ... ^ ^ T Q. On définit alors àçi,{T) = 
i^iàet{J-^i)^~^^ . On peut montrer que cette définition ne dépend pas de la résolution choisie 
et permet ainsi de définir ci(jF). Cette définition fait sens ici car d'après [H], III Ex. 6.8. et 
6.9., tout faisceau cohérent sur une variété algébrique lisse admet une résolution finie par des 
faisceaux localement fibres. 

D'après la propriété d'additivité du degré (cf. [H], Ex. 6.12. pl49), la première classe de 
Chern est additive c'est à dire si l'on a une suite exacte de faisceaux cohérents 

^ JT' ^ JT ^ JT" ^ 0, 

alors, 

Définissons la pente de J-" par 



si rg(.F) = 0, et 
sinon. 

On peut maintenant introduire la notion de semistabilité. 



rg(^)' 



nm = 0, 



Définition 19. Un faisceau cohérent sans torsion sur X est dit ji-semistahle si pour tout sous- 
faisceau cohérent tel que £ (Z on a 

^i{£) < /x(jr). 

Notons TZefl{fj,) la catégorie des faisceaux réfiexifs /x-semistables de pente jj, sur une var- 
iété algébrique X. 

Rappelons que par additivité de la première classe de Chern, si l'on a une suite exacte 
courte de faisceaux cohérents sans torsion sur une variété X de la forme 



alors, 



ci(g) + ci(g) 

Tg{£) + Tg{g) ' 
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la pente de T est donc barycentre des pentes respectives de f et 0. De façon explicite : 

lx{T) = ^(rg(f)M(£) +rg(Ç/)M(Ç)). 

Le lemme suivant généralise la proposition 5.8 p79 dans [LeP], la démonstration est sim- 
ilaire. 

Lemme 9. Si l'on a une suite exacte de faisceaux sans torsion 0— >0 telle que 
£ et Q sont fx-semistables de pente ji, alors T est fx-semistable de pente fi. 

Preuve: Comme explicité ci-dessus, est barycentre des pentes de £ et Q, donc = M- 

Montrons que est /x-semistable. Soit JF' un sous-faisceau cohérent non nul de Il 
est sans-torsion comme sous-faisceau d'un faisceau sans torsion. Soit Q' l'image de dans G 
et £' l'intersection £ V\T' . £' est cohérent comme noyau du morphisme de faisceaux cohérents 
£ ^ T T jT' et sans torsion comme sous-faisceau de £. Q' est cohérent comme conoyau 
du morphisme de faisceaux cohérents £' T' et sans torsion comme sous-faisceau de Q. On a 
ainsi la suite exacte courte de faisceaux cohérents sans torsion 

^ f ' ^ JT' ^ Ê?' ^ 

donc la pente de T' est barycentre à coefScients positifs de \x{£') et \Ji{Q')- Si ces faisceaux sont 
non nuls, on a < /i et < /U donc < /U. Si £' = 0, alors J^' s'dentifie à un 

sous-faisceau cohérent de ^7, si ^' = 0, .F' est un sous-faisceau cohérent de £', dans ces deux 
cas, on a évidement A'(JF') < jj. 

□ 

Soit un faisceau cohérent sur une variété algébrique X. On a un morphisme canonique 
V : T ^ T** dont le noyau est la torsion de T . D'après le corollaire 3 p. 22, le faisceau dual 
d'un faisceau cohérent est réflexif donc T** est un faisceau reflexif. 

Définition 20. Soit un faisceau cohérent, le faisceau J^** est appelé faisceau réflexif associé 
à T . 

Lemme 10. Soit f : T ^ G un morphisme de faisceaux cohérents, où G est réflexif, alors f se 
factorise de façon unique par v : T ^ T** . 



Preuve: G étant réflexif, le morphisme canonique v' : G ^ G** est un isomorphisme. Notons 
par /** l'image de / par le morphisme canonique de 'Hom{T,G) — > 'Hom{T** ,G**)- On a le 
diagramme commutatif suivant : 

/ 



/** 



g** 



qui donne la factorisation f = v' ^ o /** o v. 



□ 



Lemme 11. Soit e: £ ^ T un morphisme injectif de faisceaux cohérents sans torsion de même 
rang sur X. Alors les premières classes de Chern de £ et T vérifient l'inégalité c\{£) < ci(.F). 
De plus le conoyau Cokerie) du morphisme e est de torsion et ci(Coker{e)) > 0. 
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Preuve: Prouvons d'abord (cf [OSS], II, lemme 1.1.17) que : un morphisme injectif de faisceau 

cohérents sans torsion de même rang e : £ ^ T induit un morphisme injectif des fibrés en 
droite déterminants det(e) : det {£) det (T). D'après [OSS], même lemme, e induit un 
isomorphisme en dehors de l'ensemble algébrique Y = S{!F) U S{T /£) et donc det(e) est un 
isomorphisme en dehors de Y . Ainsi ker(det(e)) est un faisceau de torsion sous-faisceau du 
faisceau localement libre àet(£) donc est nul. 

De l'injection de fibrés en droite det(e) : det {£) det(J^) on déduit : 

ci(f ) = Cl (det (f)) < ci(det(:r)) = ci{T). 

Par la formule de Wliitney, on déduit de la suite exacte — > £ — > ^ — > Coker{e) — > que 
Cl (Cofcer(e)) = ci(J^) — ci{£) et donc que ci{Coker{e)) > 0. 

□ 

Lemme 12. Soit T un faisceau cohérent sur une variété algébrique X . 

(î) Si le morphisme canonique v : T ^ T** est injectif, alors c'est un isomorphisme en 
dehors d'un ensemble algébrique Y de codimension 2. 

{ii) Si de plus X est complète, alors, si le morphisme canonique v : T ^ T** est surjectif 
et que de plus on a ci{T) = ci(.F**), alors c'est un isomorphisme en dehors d'un ensemble 
algébrique Y de codimension 2. 

Preuve: (i) Le noyau de u est la torsion de JF. Si ce noyau est nul c'est que JF est sans torsion 
et donc localement libre en dehors d'un sous-ensemble de X de codimension 2. 
(m) Si u est une surjection, on peut alors écrire la suite exacte 

^ T ^ T — ^ T** ^ 

où T est le faisceau de torsion de J^. Montrons que la codimension du support de T est au 
moins 2 ce qui permettra de conclure. Supposons que T ait une composante V de codimension 
1. Alors, comme X est complète, d'après [Fui], il existe une courbe i : C ^ X, transverse à 
V. i*T est de torsion sur la courbe C donc supporté par des points qui contribuent chacun 
positivement à Ci(i*T), donc Ci(i*T) > 0. Comme C est transverse à V, Ci{i*T) = i*ci(T), 
donc i*ci(T) > ce qui est une contradiction, et J^** ayant même première classe de Chern. 
Donc Supp(T) est de codimension au moins 2 ce qui permet de conclure. 

□ 

e / 

Proposition 8. Soit ^£ ^ ^0 une suite exacte de faisceaux co- 
hérents sur une variété algébrique X telle que T soit réflexif et Q soit sans torsion, alors £ est 
réflexif. 

Preuve: Le faisceau cohérent £ est un sous-faisceau du faisceau réflexif et est donc sans 
torsion, ainsi le morphisme canonique v : £ ^ £** est injectif. On veut montrer que v est un 
isomorphisme. D'après le lemme 10 p. 24, on sait que l'on peut factoriser e par v. On note e** 
le morphisme qui s'en déduit. Vient le diagramme commutatif : 
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/ 



^0 



id 



Y 







e 



^Coker{e**) 



^0 



Y 







Comme f est sans torsion il est localement libre en dehors d'un sous-ensemble algébrique 
Y de codimension 2 dans X. Ainsi J^|x\y : £\x\y ^ £**\x\y soit un isomorpliisme. Ainsi, 
fl\x\Y '■ S — * C'oA;er(e**)|x\r est un isomorphisme donc le support du noyau ker(ry) est de 
codimension 2, donc est de torsion, mais G est sans torsion d'où ker(?7) = 0. Donc rj est un 
isomorphisme, il en va ainsi de même pour u, ce qui achève la preuve. 



Théorème 1. Soit X une variété algébrique lisse et projective sur un corps k algébriquement 
clos de caractéristique nulle. La catégorie Refl^(X) des faisceaux réflexifs jjb-semistables sur X 
est abélienne. 

Preuve: Cette catégorie est une sous-catégorie additive de la catégorie des faisceaux vectoriels, 
elle a des sommes directes par le lemme 9 p. 24. 

Montrons qu'elle est exacte. Soit f \ E T wci morphisme dans cette catégorie : 
On dispose dans la catégorie des faisceaux cohérents de noyaux, conoyaux, images et coïmages 
Ker(/), Coker(/), Im(/) et Coim(/) qui vérifient les isomorphismes Im(/) = f/Ker(/) = 
Coim(/) et Coker(/) ^ Q/lm{f). On note i : Ker(/) et w : g ^ Coker(/). 

On définit le noyau de / dans la catégorie Refip(X), que l'on note /Cer, comme étant 
le faisceau réflexif associe au noyau de / dans la catégorie des faisceaux cohérents Ker(/). Or 
Ker(/) est réflexif. En effet il s'insère dans la suite exacte : 



Or Coim(/) = Im(/) et Im(/) est un sous-faisceau du faisceau réfiexif J^, donc sans-torsion, et 
£ est réfiexif. D'après la proposition 8 p. 25, Ker(/) est réfiexif, ainsi JCer = Ker(/). 

/Cer est de pente /x : Ker(/) est un sous-faisceau cohérent de £ donc par semistabilité de 
£, /i(Ker(/)) < fx, de même Im(/) est un sous-faisceau cohérent de J-" donc /i(Im(/)) < ii. Or 
IJ. est barycentre à coefficients positifs de /i(Ker(/)) et //(Im(/)) donc fi{ICer) = //(Ker(/)) = 
/ti(Im(/)) = /X. Il est /z-semistable, sinon il aurait un sous-faisceau cohérent de pente > /x mais 
ce serait aussi un sous-fibré de £ ce qui contredirait la semistabilité de £. Montrons que /Cer est 
bien un noyau dans la catégorie Refl^(X). Soit d : P — > f un morphisme de faisceaux réflexifs 
tel que eo d = 0. Alors d se factorise par Kcr(/) dans la catégorie des faisceaux donc par /Cer. 
On a ainsi prouvé que /Cer est un noyau dans Refl^(X). 

On définit le conoyau dans Refi^(X), que l'on note Coker, comme étant le faisceau réfiexif 
associé au faisceau cohérent Coker(/), i.e. Coker = (Coker(/))**. On note tt** : J-" —^ Coker 
le morphisme associé à tt : ^ Cokcr(/) (tt** = o tt où est le morphisme canonique 
de Coker(/) vers son bidual). Ainsi définit, Coker est bien un conoyau dans la catégorie des 
faisceaux réfiexifs : soit g : ^ Q un morphisme de faisceaux réfiexifs tel que g o f = 0. On 



□ 



^ Ker(/) -*£ ^ Coim(/) ^ 0. 
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peut alors factoriser g ; en effet, dans la catégorie des faisceaux 

£ ^ -^G 

TT 

Y 

Coker(/) 

est commutatif, d'où, par le lemme de factorisation (lemme 10), on obtient le diagramme com- 
mutât if : 




Coker(/) — ^ Coker 



donc Coker est bien un conoyau. 

Il faut prouver que Coker est /z-semistable de pente /z. Considérons le faisceau cohérent 
ker(7r**) noyau de tt** : Coker. On a alors un morphisme injectif de Im(/) vers ker(7r**). 
Notons par T le conoyau de ce morphisme et considérons le diagramme commutatif formé de 
suites exactes courtes : 



T 
^ Im(/) ^ ^ Coker(/) ^ 

id V 

^ Ker(7r**) ^ JT Coker = (Coker(/))** ^ 

T 


Comme rg(Coker(/)) = rg((Coker(/))**) on a aussi rg(Im(/)) = rg((Ker(7r**))**). Or, 
Ci(Ker(7r**)) = Ci(Im(/)) + Ci(T), donc Ci(r) < sans quoi on aurait ^(Ker(7r**)) > /i ce qui 
nierait la /i-semistabilité de T. Mais /i(Ker(7r**)) < /i implique ^{Coker) > /i ce qui sachant 
que /u(Coker(/)) = fi implique ci(T) > et donc ci(T) = 0. Ainsi, par le lemme 12 p. 25, {ii), 
V : Coker(/) — > Coker est un isomorphisme en dehors d'un sous-ensemble algébrique F de X 
de codimension 2. On en déduit que /i(Cofcer) = /i(ker(7r**)) = fi et que le morphisme restreint 
Im(/)|x\Y ker(7r**)|x\r est un isomorphisme. 

Montrons que Coker est /x-semistable. Soit E un sous-faisceau cohérent de Coker et soit 
F le faisceau cohérent quotient de Coker par E, on a la suite exacte — > S — > Coker — > F — > 0. 
Comme tt** : T Coker est surjective, on a un morphisme surjectif de T vers F. Notons K 
son noyau, c'est un sous-faisceau cohérent de J^. On a la suite exacte O^K^^F^F^O. 
Supposons que fJ.{E) > /x, alors comme fi{Coker) — = fi, il vient /^(F) < /it et donc 

/x(i4r) > n ce qui contredit la /i-semistabilité de G- Donc, si E est un sous-faisceau cohérent de 
Coker, li{E) < fj.. Coker est bien /x-semistable. 
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On définit ensuite l'image de / dans Refl^{X), Tm, comme étant le noyau pour le 
conoyau, c'est à dire le faisceau réflexif associé au faisceau cohérent ker(7r**), noyau faisceautique 
du morphisme de faisceaux réflexifs tt** : Coker. Comme on l'a montré pour le noyau, 

ker(7r**) est déjà un faisceau réflexif car G est réflexif et Coker est sans torsion car réflexif. 
On a vu de plus que ker(7r**) est yu-semistable de pente /j.. Donc l'image Tm = ker(7r**) est 
/U-semistablo do pente fi. 

La coïmage Coim de / est le faisceau réflexif associé au conoyau du noyau i : ICer T . 
On a Coim = Coker(î)**. D'après l'étude faite sur Coker, Coim est /x-semistable de pente fi. De 
plus d'après la proposition 8 p. 25, Coim est isomorphe à Coim(/). On a : 

O > fCer = Ker(/)' > S > Coker(i) ^ 

^^^^^^^^^^^ ^ 

Coim = (Coker(i))** 

Reste à montrer que l'image et la coïmage sont isomorphes. Montrons d'abord que le 
support de T est de codimension au moins 2. Supposons qu'il contienne une composante V de 
codimension 1. Alors, comme X est complète, d'après [Fui], il existe une courbe i : C ^ X 
transverse à V. i*T est de torsion sur C donc est supporté par des points de C qui contribuent 
chacun strictement positivement à ci{i*T) donc ci(i*T) > 0. Comme C est transverse à V, 
ci{i*T) = i*ci(T), donc i*ci{T) > ce qui est une contradiction. Donc supp(T) est de codi- 
mension au moins 2. Ainsi il existe un sous-ensemble algébrique F de X de codimension au 
moins 2 tel que Coker et Coker(/) soient isomorphes sur X\Y. Donc, par le diagramme com- 
mutatif précédent, le morphisme de Im(/) vers Jm est un isomorphisme sur X\Y. Ainsi la 
composée des restrictions à X\Y de l'isomorphisme sur X entre Coim et Coim(/) puis de l'iso- 
morphisme sur X entre Coim et Im(/) et de l'isomorphisme sur X\Y entre Im(/) et 2m fournit 
un isomorphisme entre 2m et Coim sur X privé d'un ensemble de codimension au moins 2, Y. 
Ces faisceaux étant réflexifs, d'après [H], ils sont normaux et donc entièrement définis par leurs 
restrictions aux complémentaires d'ensembles de codimension au moins 2, d'où l'isomorphisme 
Tm = Coim. 

□ 

Rappelons que les faisceaux réflexifs sur les variétés algébriques de dimension inférieure 
à 2 sont les faisceaux localement hbres. On retrouve le fait bien connu que (pour les courbes 
voir [LeP] et voir [Hu-L] pour les surfaces) : 

Corollaire 4. La catégorie des fibrés vectoriels ji-semistables de pente jjL sur une variété al- 
gébrique lisse projective de dimension inférieure à 2 est abélienne. 

Remarque : Nous appliquerons le théorème et sa démonstration avec X = pour montrer 
que la catégorie des fibrés sur avec une condition de semistabilité plus forte est abéhenne 
(cf corollaire 9 p. 60). 
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2.4 Faisceau cohérent de Rees sur A" associé à un espace vectoriel 
muni de n filtrations 

2.4.1 Définition des faisceaux cohérents de Rees sur les espaces affines 

Pour étudier les espaces vectoriels filtrés de Cnfutr, on leurs associe des faisceaux co- 
hérents sur A" par la construction du faisceau cohérent M d'un ^-module de Rccs M sur 
Spec(^), où A est un anneau. Le faisceau est cohérent car, les filtrations étant exhaustives, le 
module de Rees est finiment engendré. 

Définition 21. Le faisceau de Rees associé à (V, F* , F*, F*) G Cnfutr est le faisceau cohérent 
sur AJ^ = Spec(fc[Mi, U2, Un]), R^^{V,F*) obtenu à partir du k[ui,U2, ■■■,Un]-module de Rees 
R'^iV,F'). Il sera noté S,a^{R''{V,F^)). Ainsi : 

uAR''iy,F')) = R^{v,F:r. 

Comme i?"(y. F* est un sous ^[7/1,1*2, M„]-module de k\ui,u~[^ ,U2.u^^ Un, u:^^]i^V, 
^A"{R"{V, F')) est le sous-faisceau de i*{OG^ ® V) engendré par les sections de la forme 

u^'"u^'"...u-p-w où w e F[' n Ff n ... n Ff"" 

Lemme 13. La construction du fibré de Rees à partir des modules de Rees est fonctorielle et 
le foncteur ^a" (•)•)•) Qui va de Cnfutr vers la catégorie des faisceaux cohérents sur A" est exact. 

Preuve: C'est la proposition 4 p. 19 (i) appliquée aux modules de Rees d'ordre n. 

□ 

Soit J un ensemble de cardinal fini et pour tout j G J, (Fj* );g[i „]) un élément 
de Cnfutr- [Vj, (F*)ie[i,n])j6J 6st donc une famille finie d'éléments de Cnfutr que l'on notera 
(Vj, Pour une telle famille : 

Lemme 14. 

U^^i^.iR'^iV^F:^)) - ®,ejU'^{R-{V,,F*)) 
UA®jejR''{Vj,Fr)) - ®jejUAR''{Vj,F:j)). 

Preuve: Ce sont des applications directes de la proposition 4 p. 19, (ii) et (iii). 

□ 

2.4.2 Les faisceaux de Rees sont rêflexifs 

Pour montrer que les faisceaux de Rees sur les espaces affines sont réfiexifs nous allons 
utiHser la caractérisation donnée dans la proposition 6 p. 22. Il faut donc prouver que le faisceau 
de Rees {R" {V, F')) est sans torsion (Prop.6 p.22,(i)) et qu'en tout point x G A" l'inégalité 

àepth{U'^{R^{V,F')),)>2, 

est vérifiée (Prop.6 p. 22, (m)). La profondeur ici est celle du C'A",a;-niodule 4a"(-R"(V", F'))^, où 
Oa'',x est un anneau local d'idéal maximal m^. 

La première condition (i) est clairement satisfaite car les modules de Rees R^{V, F*) sont 
des k[ui,U2, w„]-modules sans torsion. Pour prouver que la deuxième condition est satisfaite 
nous allons utiliser un lemme algébrique qui donne une condition suffisante sur un A-module 
M pour que sa profondeur soit supérieure ou égale à deux. Ce lemme nécessite l'introduction 
de quelques notions de cohomologie locale. 
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Soit A un anneau local régulier de dimension n et M un A-module finiment engendré. 
Soit un idéal de A. On définit alors le sous- module Ta{M) par 

r„(M) = {m e Mlo" " = pour n » 0}. 

On peut alors montrer (cf [G]) que le foncteur Ta{-) qui va de la catégorie des A-modules 
dans elle-même est exact à gauche. On note ses foncteurs dérivés à droite dans la catégorie des 
A-modules par H^{.). On définit ainsi le i-ème groupe de cohomologie locale de M en a par 

H,{M). 

Un A-module sans torsion M est un sous-module d'un A-module libre L. 

Définition 22. Le saturé M*°* de M dans L pour l'idéal a de A est le sous A-module de L 
défini par 

M'"* = {lG L\a''.l G M pour k » 0}. 

Lemme 15. Soit A un anneau local régulier de dimension n, d'idéal maximal m, et M un 
A-module finiment engendré. Soit M*"* le saturé de M pour m par rapport à un A-module libre 
L, alors 

j^sat ^ depth^M > 2. 
Preuve: Considérons la suite exacte de A-modules 

^ M ^ L ^ L/M ^ . 

Elle mène, d'après [G], à la suite exacte longue de cohomologie locale en m : 
Hl{M) ^ Hl{L) ^ Hl{L/M) > 

Hi{M) ^ Hi{L) ^ Hi{L/M) ^ - 

Comme L est libre, pour tout i> 0, H^{L) = 0, donc H^{M) = et pour tout i > 1 : 

F;(M)-i/;-i(L/M). 

Or dans L/M, M'"*/ M ^ H^{L/M). Ainsi : 

M'^^/M = H^{M)= H^{L/M) = 0. 

Pour conclure, rappelons le lien entre la profondeur d'un A-module et la cohomologie 
locale. D'après [H] (III, Ex. 3. 4.), pour un A-module M finiment engendré, pour tous fc > les 
conditions suivantes sont équivalentes : 

- (i) depthn^M > k. 

- (ii) Hi^{M) = pour tout i < k. 

Ce qui donne le résultat voulu car (M) = et iî4(M) = 0. 

□ 

Nous sommes maintenant en mesure de prouver que les faisceaux de Rees sont réfiexifs. 

Proposition 9. Soit {VjF'jF', ■■■,F') e Cnfutr un espace vectoriel muni de n filtrations ex- 
haustives et décroissantes. Le faisceau de Rees swr A", ^js^n[R^{y,F*)) est un faisceau réflexif. 
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Preuve: La propriété est vraie pour les faisceaux de Rees sur la droite affine associés à un 
espace muni d'une seule filtration car ces faisceaux sont sans torsion donc localement libres sur 
la droite affine. Supposons que ce soit vrai pour n — 1 filtrations. Alors pour le prouver pour n 
filtration il suffit de le prouver que le module de Rees est saturé pour l'idéal maximal associé 
à L'origine. Dans les autres cas, une coordonnée étant non nulle, on se ramène toujours, par 
localisation, à n— 1 filtrations. Rappelons que B"{V, F*), le k[ui,U2, u„]-module de Rees as- 
socié à {V, F*, F*, F*) est un sous-module du module libre Vi^k[ui,uï^ ,U2, U2^, Un, w"^]. 
D'après le lemme précédent, il suffit de montrer qu'il est saturé dans 

V (g) k[ui,UÏ^,U2, Un, U~^] 

pour l'idéal maximal m = (?ii.W2, •••,««)• 

F'Y"^ = iî"(y, F^) signifie que pour tout l e iî"(y, F')""*- tel que m.^ G Wiy, F*) 
alors / e R'^{V,F') {m.l G R"{V,F;) signifie que pour tout x G m, x.l G R"{V,F^)). 

Soit X e y (g) fc[ui,Uj"\M2,W^\-..,«n,'«n^]) ^lorS X = J2{n,i2,...,in) "f'' •! '"2'^ 

^(n,ï2,.--.»n)- ^ R^i^j^i) signifie que pour tout k G [l,n] : 

Uk.X= ^ Uf'\,U2''...wr'°'^^-"n'" '^■f^(n,i2,...,in)' 

(il,i2v.»n) 

c'est à dire que pour tout k G [l,n] i'(ii,i2,...,i„) G Fl^ n F^^ n ... n F^''"^ n ... ("1 F^", donc 
V(i^_i^ est dans l'intersection de tous ces ensembles qui est Fl^ fl fl ... fl F^ et ainsi 
X gR'\V,F^). 

Pour conclure, suivant le plan anoncé en début de section, on utilise le lemme précédent 
et la caractérisations des faisceaux réfiexifs : R^{y,F*Y°' = R^'iV^F*) implique par le lemme 
que la profondeur est plus grande que deux ce qui signifie par la proposition que Ça" {R^iV, F*)) 
est un faisceau réfiexif. 

□ 

Remarque : Nous avons vu plus haut qu'un faisceau réfiexif sur une variété de dimen- 
sion 1 ou 2 est localement libre. Un corollaire de la proposition précédente est donc que les 

faisceaux de Rees sur et A^ sont des fibrés vectoriels. Ceci peut être vu directement. Pour 
une filtration c'est immédiat car le module de Rees est libre de dimension finie. Comme on 
l'a vu plus haut, on peut toujours scinder deux filtrations simultanément. Prenons une base 
compatible avec les deux filtrations {wi,j}{i,j)(^iyij- Cette base donne une description directe 
des générateurs du module de Rees R^(F' . G') =< vr\v^^ (g' Wij > (i.j)ei^.J ■ Ces générateurs 
sont sans relation et donnent une triviahsation du faisceau localement fibre S^a? {R^iY, F*, G*)). 

Etude du fibrê de Rees sur d'un espace vectoriel filtré 

Par la construction du faisceau de Rees associé à un espace vectoriel filtré on obtient 
donc un fibré vectoriel sur A^ . Le lemme suivant nous donne le comportement du fibré restreint 
à l'ouvert G^- 

Lemme 16. On a Visomorphisme : ^A.'^{yiF*)\Gm — ^® ^G^- 
Preuve: C'est une application directe de la proposition 3 (iii) p. 19. 

□ 

Lemme 17. On a les isomorphismes : 
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{ii) U^{V,F')o^Gr^V. 

Preuve: Ces isomorphismes proviennent de la proposition 3 (iii) p. 19 et de l'étude des quotients 
des modules de Rees faite au lemme 6. 

□ 

Proposition 10. Le fibré de Rees est isomorphe au fibré trivial : 
ai {V, F*) ^ ©p(Grf V ®fe Oai i-P-O)) = 

où n = dirrik V. 

Preuve: Ceci est dû au fait que l'on peut toujours trouver un scindement de V compatible à 
la filtration. L'isomorphisme vient du choix de ce scindement V = (BpGrp V. 

□ 

Etude du fibré de Rees sur d'un espace vectoriel muni de deux filtrations 

Notons par i : Gm x Gm ^ A'^,ii : Gm x et 12 : A^ x A^ les différents 

morpfiismes d'inclusion. Le faisceau associé à deux filtrations par la construction de Rees est 
un fibré vectoriel. Le lemme suivant nous donne le comportement du fibré restreint au groupe 
multiplicatif Gm x Gm et montre comment la construction du fibré de Rees associé à deux 
filtrations généralise la construction du fibré de Rees sur A^ associé à une filtration. 

Lemme 18. On a les isomorphismes : 

{i) U<V,F',G')Ui^G,n = i*2U<V,F',Triv') ^ U^{V,F') ^ Og^. 
{ii) U<V,F',G')\G^^A^^itU^{V,Triv',G')^OG^(g)U-{V,G'). 
{iii) U-{V,F',G*)\g^^g^ ^ i*U<V,Triv',Triv') = i*{Oj^. ®V) = O^^ ® V. 

Preuve: (i) et (ii) découlent de la proposition 3 (iii) p. 19, avec f = u et f = v respectivement, 
et du lemme 6. Pour (iii) on peut utiliser 3 (iv) et le même lemme. 

□ 

Lemme 19. On a les isomorphismes : 
{i) U<V,F',G')^,,o)=Gr('V. 

(^^) U-{V,F',G')^o,i)=Gr^V. 

{iii) a^(F,F*,G*)(o,o) = Gr^Gr^F. 

{iv) U<V,F',G')çi,,^^V. 

Preuve: Ces isomorphismes proviennent de la proposition 3 (iii) p. 19, et de l'étude des quotients 
des modules de Rees faite au lemme 6 p. 18. 
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□ 

Notons Di et D2 les diviseurs (droites afSnes) d'équations respectives u = et î; = 0. 



Proposition 11. Le fibré de Rees est isomorphe au fibré trivial : 

U<V,F',G*) ^ ®p,g{GrfGrfVMA^{-pD2-qDi)) ^ {(Bp,g{Grf Grf V)^^^) = Ol^ 
où n = dirrik V . 

Preuve: Ceci est dû au fait que l'on peut toujours trouver un scindement de V compatible à 
deux filtrations comme on l'a montré précedement. Le premier isomorphisme vient du choix 
de = ®p,qGrp Gr^ V. Exhibons le deuxième sur chacune des composantes de la somme 
directe : 

a: se {GrfGrfV) Oa^{-pD2 - qDi) ^ vF.v'^.s e {Gr^'Gr'^'V) Oa^. 

□ 



2.5 Actions de groupes algébriques linéaires et faisceaux de Rees 

2.5.1 Goupes algébriques linéaires, G-variétés et G-faisceaux 

Le but de cette partie est de fixer les notations, de définir les objets que l'on utihsera par 
la suite ainsi que leurs principales propriétés. 

On rappelle qu'un groupe algébrique linéaire G sur un corps algébriquement clos k est 
une variété algébrique équipée d'une structure de groupe et telle que les lois du groupe soient 
des morphismes de variétés : le produit tt : G x G — > G, (x.y) ^ x.y et l'application inverse 
i : G ^ G, X ^ sont des morphismes algébriques et il y a un élément neutre e. Comme le 
foncteur contravariant X k[X], qui à une variété afiine X associe sa fc-algèbre des fonctions 
régulières, établit une équivalence de catégories entre la catégorie des variétés affines sur le 
corps k et la catégorie des fc-algèbres de type fini, toute variété algébrique affine X peut être 
vue comme l'ensemble des homomorphismes de fc-algèbres Homfe(fc[X], fc). La loi de groupe sur 
G vient donc des morphismes de fc-algèbre suivants : 

TT* : k[G\ k[G\ O fc[G], i* : k[G\ k[G\ 

l'élément neutre e provient d'un morphisme dans Uom k {k[G], k), e : k[G] — > k. Notons par 
m : k[G] (g) k[G] — > k[G] la multiphcation et par id l'homomorphisme identité dans fc[G]. Les 
axiomes de la loi de groupe de G sont exprimés par la commutativité des diagrammes suivants : 
élément neutre : 

fc[G] ^ — — k[G] ® fc[G] 




associativité : 



fc[G] fc[G] (g) k[G] k[G] ® fc[G] 
k[G] (g) fc[G] ^ k[G] 
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inverse à gauche et à droite 



A; [G] (g) k[G] 



k[G] 



k[G] ® k[G] 



m 



k[G] ® k[G] 



m 



k[G\ ® k[G] 



k[G]. 



Exemple : Les groupes affines qui nous intéresseront par la suite sont les tores (Gm)", où 
n G N, produits du groupe affine G„i = Spccfc[w, Les lois de groupe de G„i viennent de 
la commutativité des diagrammes précédents, les homomorphismes tt* , i* et e sont donnés par 
7r*u = M u, i*u = et e{u) = 1. 



Introduisons la notion de G-variété. 



Définition 23. Une variété algébrique X est une G-variété s'il existe une action à gauche de 
G sur l'ensemble X a : G x X ^ X, a : {g,x) ^ g.x qui soit un morphisme de variétés et qui 
vérifie pour tous g,h G G, x G X : {gh).x = g.{h.x) et e.x = x. 



Soient X et Y deux G-variétés. Un morphisme équivariant entre les G-variétés XetY 
est un morphisme / : X — > y tel que le diagramme suivant commute (on indexe par X resp. Y 
le morphisme qui donne l'action de G sur X resp. Y) : 



G X X VG X Y 



Y 

X 



Y 



Supposons que X soit une G-variété affine. Alors d'après l'équivalence de catégories citée 
plus haut entre la catégorie des variétés affines et la catégorie des fc-algèbres Animent engen- 
drées, l'action est donnée par un morphisme cr* : k[X] fc[G] ® k[X]. La loi du groupe G est 
toujours notée par tt. Dire que l'action est une action de groupe signifie que les homomorphismes 
TT* (g) id et id® tt* coïncident de k[G] ® k[X] vers k[G\ (g) k[G] k[X\ et que l'homomorphisme 
(e ® id)a* de k[X] vers lui-même est l'identité. 



Exemple : Soit G = Gm- La donnée d'une G„i-action sur une variété affine X est équiva- 
lente à la donnée d'une graduation de l'algèbre k\X], i.e. d'une décomposition en somme directe 
d'espaces vectoriels k[X] = ®mÇi'z.k[X]m tels que pour tous m, n € Z, fc[X]m.fc[X]„ C k[X]m+n- 
L'action de a (ou de façon équivalente l'homomorphisme a*) se déduisent l'un de l'autre par 
a*P = (g) P si P e k[X]m. 



Définissons la notion d'action d'un groupe algébrique G sur un faisceau cohérent sur une 
G-variété compatible avec l'action sur la variété. Soit T un faisceau cohérent sur une G-variété 
X. 



Définition 24. Le faisceau cohérent T est un G-faisceau cohérent s'il existe un isomorphisme 
de faisceaux de Oqxx -modules : 
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où p2 G X X ^ X est le morphisme projection sur le deuxième facteur, tel que la condition 
de cocycle suivante soit vérifiée : 

(tt idx)*"^ = PI2 ° i'i'dG O (t)**, 

où pi2 : GxGxX^GxX est le morphisme projection sur les deux derniers facteurs. 

Un G-fibré sur une G-variété X est un fibré sur X qui est en plus un G-faisceau cohérent. 



L'isomorphisme est appelé G-linéarisation du faisceau de Ojf-modules cohérents 
Suivant [Hu-L], on donne l'interprétation intuitive qui suit. Pour {g,x) G G x X, on note 
toujours g.x à la place de a{g,x). L'isomorphisme de faisceaux de Ocxx-modules ^ donne un 
isomorphismes entre les fibres de : 

Avec cette notation, la condition de cocyclicité se traduit en : 

'i'g,x O '^h,g.x = '^h.g,x ■ T{h.g.x) J^{x). 

Définition 25. Un homomorphisme ^ : T ^ T' entre faisceaux de Ox -modules G-Unéarisés 
est un homomorphisme de Ox -modules qui commute avec les linéarisations respectives de T et 
T' , Le. ^ et ; ceci signifie que 



Lemme 20. [Tho] La catégorie des G-faisceaux cohérents est abélienne. 

Preuve: Cette catégorie est clairement additivc, montrons qu'elle est munie de noyaux et de 
conoyaux. Soit f : T ^ Q un morphisme de G-faisceaux cohérents. Notons JCer et Coker le 
noyau et conoyau de /. La projection p2 est un morphisme plat. Le morphisme a est la composée 
de l'isomorphisme de G x X donné par la flèche {g, x) 1— > {g, g.x) et de la projection plate p2 
et est donc plat. Ainsi les foncteurs et <j* qui vont de la catégorie des faisceaux cohérents 
sur X vers la catégorie des faisceaux cohérents sur G x X sont exacts. On en déduit donc 
le diagramme commutatif ci-dessous, ce qui permet, par le lemme des cinq, de construire les 
isomorphismes de faisceaux de Ocyx-modules (les flèches en pointillés) ^jcer '■ cr*/Cer =p%Ker 
et ^Cofeer '■ (T*Coker = P2Coker. La condition de cocycle se vérifle alors immédiatement. 











■ a* (ICer) 

-pl{K,er) 



P2^ 



a* (Coker) 

V 

^ P2{Coker) 



^0 . 







L'image 2m, qui est un noyau pour le conoyau, est donc un G-faisceau cohérent, de même pour 
la coïmage Coim qui est un conoyau pour le noyau donc un G-faisceaux cohérent. La catégorie 
des faisceaux cohérents sur X est abélienne, donc l'image et la coïmage sont isomorphes, notons 
par $ l'isomorphisme désigné. Comme pour la commutativité du diagramme précédent on a la 
commutativité de 



a* (Coim) 



a*{Jm) 



P2 {Coim) > P2 {Im) , 



ce qui prouve que $ est un morphisme de G-faisceaux cohérents. 
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□ 



Pour généraliser le théorème 2.3.2 p. 28 aux G-faisceaux réflexifs /i-semistables de pente 
fi, nous aurons besoin de savoir si le faisceaux rcflcxif T** associé à un G-faisceau J-" est un 
G-faisceau. Le lemme suivant répond par l'affirmative à cette question. 

Introduisons d'abord la notion d'action plate : 
Définition 26. Une action a : G x X ^ X est dite plate si le morphisme de schémas corre- 
spondant est plat. 

Lemme 21. Soit G un groupe algébrique linéaire sur k et X une G -variété lisse et séparée de 
type fini sur k tels que l'action soit plate. Soit T un G-faisceau sur X , alors le faisceau réflexif 
associé T** est un G-faisceau et le morphisme canonique v du faisceau T vers son bidual est 
un morphisme de G-faisceaux. 

Preuve: Nous allons montrer que le dual J^* d'un G-faisceau de Ox-modules cohérent est 
un G-faisceaux cohérent. 

P2 '■ G Xk X ^ X est plate, a est plate comme composée de p2 avec l'isomorphisme Gx^ 
X ^ G XkX donné par {g, x) i-^ {g, gx). Les foncteurs P2 et a* sont donc exacts. Donc, d'après 
[H], proposition 1.8, on a P2{^*) — (P2-^)* et (t*{T*) = {(7*T)* . Ainsi l'isomorphisme image 
de î'jF dans Hom((p2.^)*, (c7*J^)*) se transporte en isomorphisme dans ^ova{p2{J^*),cF*{J^*)) 
ce qui permet de conclure. 

On vient de voir que T** est un G-faisceau. Soit '^*^ le morphisme entre faisceaux 
réflexif associé à î-^. Alors o a*v = p^v o ^-jf et {a*J^)** ^ a*{J^**) et (p^J^)** = pI{J^**) 
permettent de conclure. 

□ 

Les lemmes précédents, composés avec le théorème 1, nous permettent de prouver que la 
catégorie des faisceaux G-équivariants /x-semistables réflexifs sur une G variété X est abélienne. 
Rappelons que l'on s'est placé sur un corps de caractéristique nulle algébriquement clos. 

Corollaire 5. Soit G un groupe algébrique linéaire sur k et X une G-variété lisse et séparée 
de type fini sur k. Alors la catégorie Heû^-seTnistable,niX/G) des faisceaux réflexifs sur X G- 
équivariants ji-semistables de pente jj, et des morphismes G-équivariants entre ces objets est 
abélienne. 

Preuve: Soit f : £ ^ T un morphisme dans Keû^^semistabie.fj.iX /G) . Le théorème 2.3.2 p. 28 
nous donne l'existence d'un noyau ICer, d'un conoyau Coker, puis d'une image 2m et d'une coï- 
mage Coim de / qui sont yu-semistables de pente voulue, et tels que l'image et la coïmage soient 
isomorphes, i.e., tels qu'il exite un isomorphisme g : Coim — — ^ Im ■ Le lemme 20 p. 35 affirme 
que chacun des faisceaux fCer, Coker, Im, et Coim, est un G-faisceaux. Il reste donc à vérifier, 
que l'isomorphisme g dans la catégorie des faisceaux réfiexifs /K-semistables de pente /x sur X, 
^e?^ix-semistable,fi{X), entre objets de la sous-catégorie des objets équivariants munie des mor- 
phismes équivariants 'KeA^-semistabie,^i[X / G) est G-équi variant. Pour cela revenons à la preuve 
du théorème 2.3.2 p. 28. Pour montrer qu'on avait un isomorphisme g entre la coïmage et l'image, 
on montrait d'une part que l'on avait un isomorphisme en dehors d'un ensemble de codimension 
2 entre le conoyau faisceautique du noyau noté Coker(i) et son bidual Coim = (Coker(i))**, 
d'autre part que l'on avait un isomorphisme en dehors d'un ensemble de codimension 2 entre 
l'image faisceautique Im(/) et l'image dans la catégorie Refij^— semistafe/e,/j 

(X),2:TO = Ker(7r**). 

On en tirait, par composition, les images et coïmages faisceautiques étant isomorphes, un iso- 
morphisme en dehors d'un ensemble de codimension 2 entre faisceaux réfiexifs, donc un isomor- 
phisme entre faisceaux réfiexifs. Par le lemme 20 p. 35, l'isomorphisme entre Coim(/) et Im(/) 
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est un morphisme de G-faisceaux; par le lemme 21 p. 36, le morphisme entre Coim et Coim 
(son faisceau réflexif associé) est un morphisme de G-faisceaux ; le diagramme de la preuve du 
théorème 2.3.2 suivant 







-Im(/) 



TT 



^ Coker(/) 



^0 



Y 







^ Jm = Ker(7r**) 



^Cofcer = (Coker(/)) 



^0, 



montre que le morphisme entre Im(/) et Tm est un morphisme de G-faisceaux {v est un mor- 
phisme de G- faisceaux par le lemme 21 et les morphismes horizontaux sont des morphismes de 
G-faisceaux par le Icmmc 20) . On en déduit que g est un morphisme de G-faiscoaux rcflcxifs qui 
est un isomorphisme, et donc que Coim et Tm sont des G-faisceaux isomorphes, ce qui permet 
de conclure. 



Comme on l'a vu plus haut, les faisceaux réflexifs sur une variété de dimension < 2 sont 
localement libres, ainsi. 

Corollaire 6. Soit X une G-variété du type considéré dans le corollaire précédent, avec de plus 
dim(X) < 2. Alors la catégorie Bun^-semistabies,^i{X / G) des G-fibrés vectoriels ji-semistahles 
de pente jj, et des morphismes G-équivariants entre ces objets est abélienne. 

Terminons cette section en définissant une notion qui nous sera utile pour décrire une 
certaine classe de fibrés vectoriels sur A^\{0,0,0}, la classe de ceux qui peuvent être obtenus 
comme images inverses de fibrés sur le plan projectif P^. 

Définition 27. Soit G un groupe algébrique et f : X ^ Y un morphisme G-équivariant de 
G-variétés. On dit que f est G-fibré principal s'il existe un morphisme étale surjectif Y' Y 
et un isomorphisme G-équivariant de G-variétés Y' x G ^ Y' Xy X ce qui signifie que X est 
localement pour la topologie étale isomorphe comme G-variété au produit Y x G. 

Si X Y est un quotient géométrique et que / est plate et si le morphisme {ax,Pi) '■ 
X X G ^ X Xy X est un isomorphisme, alors / est un G-fibré principal. 

Nous utiliserons cette définition dans un cadre restreint : 
Soit l'action de sur A"\{0,0, ...,0} donnée par 



Cette action a un quotient géométrique qui est l'espace projectif P" ^. Le morphisme / 
est bien plat et {a,pi) : (A"\{0, 0, O}) x G„ -> (A"\{0, 0, 0}) Xp„-i (A"\{0, 0, 0}) 
est bien un isomorphisme, donc / : A" — > P""^ est bien un Gm-fibré principal. 

Définition 28. Soit f : X ^ Y un morphisme de G-variétés qui soit un quotient géométrique 
et soit T un G-faisceau cohérent. On dit alors que T descend àY s 'il existe un faisceau cohérent 
£ sur Y tel que l'on ait sur X l 'isomorphisme de G-faisceaux J- = f*£. 

La définition des G-fibrés principaux sera justifiée ici par le fait suivant : 



□ 



a : {t, {U1,U2, ...,Un)) l-> {t.Ui,t.U2, ...,t.Un). 
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Fait : ([Hu-L], Th.4.2.14 p.87) Soit G un groupe réductif. Si / : X ^ F est un G-fibré 
principal et un G-faisceau, alors descend. 

Dans les applications par la suite, G sera toujours réductif car on aura toujours G = 
(Gto)", où n e N. En particulier, le fait précédent sera utilisé sous la forme suivante : si l'on 
a un G„i-faisceau T sur A"\{0, 0, 0}, alors ce faisceau descend sur P"^i i.e. il existe un 
faisceau £ sur P"-i tel que f*£ = !F soit un isomorphisme de Gm-faisceaux. 

2.5.2 Action du groupe multiplicatif (Gm)" sur les faisceaux de Rees associés à n 
filtrations 

Les faisceaux cohérents de Rees sur A" sont munis d'une structure plus riche par l'action 
du groupe multiphcatif G^" qui prolonge l'action par translation sur A". 
Notons T" = G„". On a 

T" = Speck[ti,t^^ ,t2,t2^ , ...,tn,t~'^] et A" = Speck[ui,U2, •••,««]■ 
L'action par translation est donnée par : 

cr : T" X A" A" 

{ti,t2,...,tn) X (ui,U2, ...,U„) {ti.Ui,t2.U2,...,tn.Un) 

Cette action est duale du morphisme d'anneaux (de la coaction) 

ct' : k[Ui,U2, ...,Un] k[ui,U2, ...,Un] (8 A:[ii, i2, i2 ^ —,tn,t~^] 

On a aussi le morphisme de projection P2 ■ T" x A" — > A" dual du morphisme d'anneaux 
pI : k[ui,U2, ...,Mn] k[ui,U2, ...,u„] (S) k[ti,t^^,t2,t2^, ...,tn,t~^] donné par p| : m, 1. 

Proposition 12. Soit V un espace vectoriel sur k muni de n filtrations exhaustives et décrois- 
santes (-Fi*)ie[i,n] ■ Le fibré de Rees sur A" associé ^A" {V, Fi) est un T" fibré pour l'action de 
T" par translation sur A" . 

Preuve: Pour prouver cette assertion, il faut exhiber un isomorphisme entre les faisceaux 
de Ot^x A" -modules o-*S,A"{V, Fi) et (V^, -Fi)- Pour simplifier l'écriture, on notera A = 

k[ui,U2, ■■■,Un] et T = k[ti,tï^ ,t2,t2^ , ■■■,tn,t~^]. On a défini deux morphismes d'anneaux de 
A vers ^ (g) T, et aK 

Comme ^A"(V', F») = R'^{V,F')'^ (iî"(V, ) est un ^-module), on a d'après la proposi- 
tion 4 p. 19, 

p*2U-{V,F,) = {R^{V,f:) ®(^,,,) {A®T))- 

et. 

On a ainsi un isomorphisme de A (g) G-modules 

Vf» : R^{V, F:) {A®T)^ R-{V, F,') {A^T). 

Rappelons que le foncteur ^ qui à un A- module M associe un faisceau M~ sur Spec A établit 
une équivalence de catégories, on a donc 

Hom^«G(iî"(V^,i^*)0(^ {A(g>T),R^{V,F')(®^^^t^ (A ® T) = 

}îomos,^^,,s.^^A<^*iAAV,Fi),p;U'^{V,F,)). 

D'où l'isomorphisme de faisceaux de Ot"x A" -modules ^ à droite associé à dans le 
membre de gauche. 
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□ 



Lemme 22. Les isomorphismes de fibres de Rees sur A" donnés dans le lemme 14 p.29, sont 
compatibles avec l'action de T" i.e. sont des isomorphismes de T'^ -faisceaux de Oa" -modules. 

Preuve: Il suffit de remarquer en utilisant la proposition 4 p. 19 que pour un morphisme d'an- 
neaux p : B et une famille de A-modules {Mj} indexée par j G J, on a, si / : Spec-B ^■ 
SpecAest le morphisme associé à /*(((g)jMj)~) = {{(»jMj)i^A,fB)~ = {^j{Mj®A,fB))^ = 
®j{Mj ®AJ B)~ = ®jf*{M'y). On montre de même que /*((ejMj)'") = ®jf*{M^). On con- 
clut en appliquant ceci à /" = cr" et = P2- 

□ 

Remarque : Une autre façon de présenter les actions sur les faisceaux de Ojf-modules est 
d'utiliser la notion de comodule, cf.e[Saa]. 

2.5.3 Construction inverse 

Dans cette section nous donnons un premier outil en vue d'établir d'un dictionnaire entre 
objets filtrés et fibrés vectoriels. Pour ceci, on asseoit une correspondance entre les espaces 
vectoriels filtrés et bifiltrés, qui sont des objets algébriques, et les fibrés de Rees sur la droite 
ou le plan affine, i.e. des objets géométriques. Cette correspondance fonctionne bien puisqu'on 
exhibe une équivalence de catégories entre une catégorie dont les objets sont des espaces filtrés, 
les morphismes sont les morphismes strictement compatibles avec les filtrations et une catégorie 
dont les objets sont des fibrés vectoriels équivariants pour l'action d'un certain groupe sur les 
espaces affines avec des morphismes que nous spécifierons plus bas. 

Rappelons que deux foncteurs F : C ^ C et G : C ^ C définissent une équivalence de 
catégories entre les catégories C et C si G o F est naturellement équivalent à l'identité de C et 
FoG est naturellement équivalent à l'identité de C. Rappelons de plus que pour qu'un foncteur 
entre catégories F : C C définisse une équivalence de catégories entre les catégories C et C, il 
faut et il suffit que F soit essentiellement surjectif et pleinement fidèle. Essentiellement surjectif 
signifie que pour tout objet C G C il existe un objet C ë C tel que F{C) = C. Pleinement 
fidèle signifie que pour toute paire d'objets (A, B) de C l'appHcation définie par F induit une 
bijection de Yiomc{A,B) vers Yiomc {F {A) , F {B)) . 

Notons par exemple, et puisque cet exemple sera utilisé pour la preuve de nos équiv- 
alences, que, un anneau A quelconque (resp. noetherien) étant fixé, le foncteur ~ décrit plus 
haut qui à un A- module M associe le faisceau M sur Spec(A) établit une équivalence de caté- 
gories entre la catégorie des A- modules (resp. A-modules Animent engendrés) et la catégorie 
des Ox-iiiodules quasi-cohérents (resp. cohérents) (cf [H], Cor. 5. 5, p. 113). 

On désignera par le foncteur qui à un espace vectoriel muni de n filtrations 
{V,F',F', ...,F') g Cnfiitr associe le faisceau cohérent sur A", 

U'^iR^iV, Fn) = Fe{V, F') = ^niiV, F^, F^, F^)). 

Nous allons montrer que l'on peut définir un foncteur inverse , que l'on notera qui 
définit avec une équivalence de catégorie dans les cas n = 1,2. 

Construction inverse de la construction du fibré de Rees associée à un espace 

vectoriel filtré 
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Soit {V,F') un espace vectoriel filtré. Comme on l'a vu plus haut, ^a'^{ViF*) est un GTO-fibré 

vectoriel sur pour l'action qui prolonge l'action de sur par translation. L'image de 
est donc bien dans la catégorie voulue. 

Réciproquement, soit un faisceau localement libre (i.e. un fibré vectoriel) sur A^ muni 
d'une action de Gm prolongeant l'action par translation. Soit V = J^i,\a. fibre de ce faisceau au 
point 1 G A^. Gm est abélien, ainsi on peut décomposer son action suivant ses caractères, et 
donc, en regardant l'ordre des zéros des sections invariantes, avoir une graduation et donc une 
filtration F* de la fibre au dessus de 1, V. Exprimons ceci en terme de A;[u]-modules. D'après 
l'équivalence donnée dans l'introduction de cette section, T correspond à un fc[u]-module libre 
B — JF(A^). La restriction de l'action par translation à Gm C A^ étant transitive, elle fournit 
une trivialisation de ^|g„ qui en terme de modules donne l'isomorphisme : 

B (g)fc[„] k[u,u~^] = VF (g)fc k[u,u~^]. 

Prenons le quotient à gauche par l'idéal de k[u. yr^], [u — 1), on obtient B /[u — 1)B. A droite 
on obtient W . Cela donne une identification canonique entre l'espace vectoriel W et la fibre en 
1 de ^ (par B/{u — l)B, proposition 3). D'où l'inclusion : 

B cV (^k k[u,u~'^]. 

On obtient ainsi une filtration de V décroissante et exhaustive en posant 

pPV = {v€V, u-Pv e B}. 

On pose alors : 

^i{J^) = {V,F'). 

Proposition 13. [SU] Les fondeurs et $j établissent une équivalence de catégories en- 
tre la catégorie des espaces vectoriels de dimension finie munis d'une filtration exhaustive et 
décroissante et dont les morphismes sont les morphismes strictement compatibles aux filtrations 
et la catégorie des fibrés vectoriels sur A^ munis de l'action de Gm prolongeant l'action stan- 
dard dont les morphismes sont les morphismes de fibrés vectoriels dont les conoyaux sont sans 
torsion donc des faisceaux localement libres sur la droite affine et qui commutent avec l'action : 

{CifMr} ir^ {Bun{A^/Gm)} • 

Preuve: établit une construction inverse de la construction du fibré de Rees ^r. En effet, si 
l'on part d'un espace vectoriel filtré {V, F') et que l'on applique $/ à (^j F*) — ^nHy, F*)) 
on obtient la même filtration sur le même espace vectoriel V (la fibre en 1 de i;Ai(^i^*))- 

Réciproquement partons d'un fibré vectoriel JF muni de l'action du groupe multiplicatif. 
Par la construction faite au-dessus, on obtient un espace vectoriel filtré {V,F*) associé au 
module de Rees B définit par B = J^{A^). Soit B' le module de Rees associé à cet espace 
vectoriel filtré : B' = $/{(!/, F*). F'f a été défini comme l'ensemble des vecteurs v €V tels que 
u~Pv € B, donc B' C B. Réciproquement, soit u~'''.v G B, on a. v € F^V et donc d'après la 
définition de B' , u'^-v e B' donc B = B' . 

Reste à montrer que la correspondance est pleinement fidèle. Considérons l'application 

Homc,,,,,((l/,F'),(W^,G')) ^ HomB„„(AVG„)($7?,("l^,i^'),$fl(^^:G')) 

définie comme il suit : à tout morphisme / dans Cifutr on associe un morphisme de modules 
de Rees qui à u~p.v associe u~P.f{v). La compabilité du morphisme d'objets filtrés / assure 
que u~P.f{v) est bien un élément du module de Rees associé à {W,G') et donc l'existence du 
morphisme de module. L'image de / dans ïlomBuniA'^/Gm)i^R(^i F*),^RiW,G*)) est alors le 
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morphisme image du morphisme de fc[M]-modules par la construction fonctorielle des faisceaux 
cohérents associés aux modules. 

Pour montrer que la correspondance est pleinement fidèle montrons que cette application 
est bijective. Le terme de source de l'application concerne l'ensemble des morphismes compati- 
bles d'espace vectoriels filtrés et le tormo do droite l'ensemblo dos morphismes Gm-équivariants 
de Gm-fibrés. Commençons par montrer la surjectivité de cette apphcation. Soit 
/ e HomBw„(Ai /g,„){^r{V, F*), $iî(W, G*)). D'après la proposition 4, pour un anneau A, l'ap- 
plication M M~ qui va des A-modules vers les faisceaux cohérents sur Spec A est un foncteur 
pleinement fidèle. On déduit de / un morphisme de A:[u]-modules /' S Hom/j[^j] (Bf, -Bq) où 
Bp et Bq sont les modules donnés par les sections globales des deux fibrés ^^iV, F*){A^) et 
$iî(W, G*){A^). Ces modules sont munis de l'action de G^ héritée de l'action sur les fibrés et /' 
définit un morphisme d'espaces vectoriels qui respecte les filtration /". En effet, soit v e Fp{V) 
alors par définition u~p.v G Bp. Alors, comme /' respecte l'action f'{u^''\v) = u^''\P{u).w où 
w&WetPG k[u]. Donc î"{v) = w et !"{FP{V)) C Gp{W) car u-p.P{u).w & Bq ^ w & G^ . 
Pour voir que /" est strictement compatible aux filtrations, on exprime le fait que / est un 
morphisme de G^-fibré i.e. que le noyau, l'image de / sont des fibrés. On en déduit un iso- 
morphisme de G^-fibrés entre la coïmage et l'image de / qui descend aux espaces vecto- 
riels filtrés. L'injectivité est claire à chacune des étapes : de Homciy,j,(^((V^, i^*), (W^ G*)) vers 
Yiomk[u]{R{V, F'), R{W, G')) puis vers HomB„„(AVG„)(*KC^^, F*), ^'r[w, G*)). On arrive bien 
dans les morphismes de fibrés vectoriels car la stricto compatibilité des morphismes d'espaces 
filtrés fait que les images et noyaux des morphismes induits sur les -modules sont sans tor- 
sion, les images et noyaux des morphismes dans Bîin(A^/Gm) sont donc des sous-faisceaux 
cohérents sans torsion, donc singuliers sur des ensembles de codimension au moins 2, donc 
localement libres sur la droite affine. 

□ 

Construction inverse de la construction du fibré de Rees associée à un espace 

vectoriel muni de deux filtrations 

Soit (y, F\G*) un espace vectoriel bifiltré. Le fibré de Rees $(V, F\ G*) = {V, F*, G*) est 
bien d'après la proposition 12 p. 38 un Gm^-fibré vectoriel sur le plan affine A^. 

Réciproquement, soit un G„,^-fibré vectoriel sur A^. Soit V = la fibre on (1,1) € 
A^. On a vu que J^\a^x{i} ^st un G^-fibré sur la droite affine de fibre naturellement isomorphe 
à y en 1. On en déduit donc, comme dans la section précédente, par le morphisme une 
filtration F*. De même on obtient une filtration G' en restreignant le fibré à {1} x A^ par 
(V.G*) = $/(.?"|{i}xAi)- 6n déduit donc un morphisme que l'on notera toujours de 
la catégorie des fibrés vectoriels sur A^ munis de l'action de G^, x Gm prolongeant l'action 
standard dont les morphismes sont les morphismes de fibrés vectoriels qui commutent avec 
l'action, notée Bun(A^/(G'")^), vers la catégorie Cifutr- 

Proposition 14. On a une équivalence de catégories entre la catégorie des espaces vectoriels 
de dimension finie munis de deux filtrations exhaustives et décroissantes et dont les morphismes 
sont les morphismes strictement compatibles aux filtrations et la catégorie des fibrés vectoriels 
sur munis de l'action de G„, x G„, prolongeant l'action standard dont les morphismes sont 
les morphismes de fibrés vectoriels dont les conoyaux sont sans torsion et qui commutent avec 
l'action : 

{C2fmr} {5un(AV(G„)2)} . 

Preuve: Partons d'un espace vectoriel bifiltré {V,F',G'). La construction du fibré de Rees 
équivariant restreinte à A^ x {1} et la proposition 13 p. 40, nous permettent de voir que par 



41 



o $jj on récupère la même filtration F' sur V. On fait de même pour la deuxième filtration. 
Ainsi <S>io^i^{{V.F',G*)) = {V,F\G*). 

Réciproquement, soit un objet de Bwn(A^/(Gm)^) et soit B = J^{A^) le k[u,v\- 
module associé. Comme dans la construction inverse dans le cas d'un espace vectoriel filtré, 
on a une inclusion B C V ®k k[u,u~^ ,v,v~^ et les filtrations précédement définies par $/ 
sont entièrement caractérisées par F^ C\ C =^ {w £ V\u~Pv^''w g B}. Soit B' le module 
de Rees associé à {y,F*,G*) et P = ^r{V,F' ,G') = o ^i{^F) le fibré vectoriel associé. 
D'après la construction des filtrations B' est un sous-module de B. On en déduit un morphisme 
de fibrés vectoriels f : J-' ^ J- . D'après l'équivalence montrée dans la section précédente ce 
morphisme est un isomorphisme en dehors de (0,0) G A^. En effet, pour tout .x 7^ G : 
/|{a;}xAi : ^'|{œ}xAi ^\{x}xA^ est l'isomorphisme de G„-fibrés sur A^ de <èR o <èi{Q) 
vers Q donné dans la section précédente où ^ = {B/{u — x)B)'" et si l'on note par A le k[v]- 
module B/{u — x)B, $7^ o = [A')"' c'est à dire le G^-fibré vectoriel sur A-^ associé à 

l'espace vectoriel filtré Donc pour tous {x,y) ^ (0,0), f(x,y) ■ F'çx.y) ^ ^{x,y) est un 

isomorphisme. C'est donc un isomorphisme de fibré vectoriels sur A^ — {(0, 0)} or J^' et J-" sont 
des fibrés vectoriels sur A^ , donc / est un isomorphisme : J-' = T . 

Montrons que cette correspondance est pleinement fidèle. On considère l'application 

Home,,.,,, ((y, F\ G*), (VF, E\ /*)) -> Hom^i^,,,,] [R^{V, F\G'),R^{W, H*,I*)), 

qui est bien définie car les morphismes à gauche sont compatibles aux filtrations, composée à 
la filtration 

Homfc[„,,] {RHV, F', G*), R\W, H',I')) ^ HomBu„(AV(G„)^)('i?fl(^. F'^G'), <^>r{W, H',I'j), 
bien définie par la construction fonctorielle ~. 

Montrons que la composée de ces deux flèches est bijective. L'injectivité des deux flèches 
est claire. De plus un morphisme strictement compatible entre espaces vectoriels bifiltrés donne 
lieu à un morphisme de modules de Rees dont noyau et image sont sans torsion ce qui prouve 
que le morphisme induit entre {Vi F* ■> G') et ^^^{W, H' , I') a son noyau et son image sans 
torsion. La surjcctivité en termes de morphismes d'espaces vectoriels filtrés est directe, reste à 
vérifier que les morphismes sont strictement compatibles aux filtrations. On vérifie cela pour 
F* et H* (resp. G* et /*) en se plaçant sur une droite affine de A^ de la forme A^ x {vq} (resp. 
{uq} X A"*^) qui évite le lieu singulier des noyaux et images du morphisme de faisceaux ce qui 
est toujours possible car ces faisceaux étant sans torsion, le lieu singulier est de codimension 2 
par le corollaire 2 p. 21. 

□ 

2.6 Construction du fibré de Rees sur à partir de trois filtrations 

2.6.1 Construction 

Recouvrons = Proj k[uQ, Ui, U2] par les trois cartes affines standard, Uk = {{uq, «1,^2) € 
P^,Uk 7^ 0} = A?^- = Spec k[^, ^] où i,j, k sont deux à deux distincts, {i,j, k} = {0, 1, 2} et 
i < j. Sur les trois cartes, on effectue la construction du fibre de Rees associé à deux filtrations. 
Pour les trois triplets {i,j,k) considérés au-dessus on construit le fibré de Rees ^a'^X^' F' , FJ) 
sur Uk = A.fj. Nous allons montrer que l'on peut recoller ces faisceaux obtenus sur chacune des 
cartes affine pour obtenir un faisceau sur P^. En fait le recollement est simple puisque deux 
faisceaux sur deux des cartes affines coïncident sur l'intersection de ces cartes. Il suffit alors 
pour décrire la structure de fibré d'exhiber les triviafisations locales. D'après la description des 
fibrés faite dans la proposition 11 p. 33, sur chacune des cartes affines les fibrés sont isomorphes 
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au fibré trivial O^™^^^ sur Uk par les isomorphismes (j)k : O^™^^^ — > SYi i ^j) ■ 

Proposition-Définition 1. Soit (V, F* , F* , F*) un objet de Cs/ULr On peut recoller les fi- 
hrés de Rees ^k^XV^F* ,F*) obtenus à partir de deux filtrations sur chacun des ouverts affines 
Uk où {i,j,k} = {1,2,3} et i < j. On en déduit un fibré vectoriel sur P^. Le fibré ainsi 
obtenu est appelé fibré de Rees associé à l'espace vectoriel trifiltré (VjF'jF'jF*) et est noté 
^P2{V,F^,F^,F^). 

Preuve: On utilise les restrictions des isomorphismes trivialisants des fibres de Rees sur les plans 
affines décrits plus haut pour former des cocycles définissant un fibré. Introduisons quelques 
notations. Les intersections deux à deux des ouverts affines standards Uk où k G {0, 1, 2} seront 
notées Uki = Uk D Ui où k,l ^ {0. 1,2} et fc < Z. jki sera l'inclusion jki : Uki ^ Uk et jik 
sera l'inclusion jik ■ Uki ^ Ui. De même, on a les trois inclusions jijk '■ Uijk ^ Uij. Pour 
/ / fc, on peut supposer par exemple que l — j où k) est un triplet de la forme décrite plus 
haut. D'après le lemme 18 p. 32, ^a.?. {Vi i Fj)\ujk — ^A?^ (Vi ^ ■^k)\ujk comme sous faisceaux 
de i*jk{'^Uijk ® En effet ces deux faisceaux sont égaux au faisceau £,a^{V:F*) ® Og,,. sur 
Ujk = Spec k[u,v,v~^\, où Gm = Spec k[v,v~^\. Cela suffit donc à recoller les faisceaux 
locallement libres sur les cartes affines donc triviaux, les isomorphismes de transition sont 
les identités sur les intersections des cartes affines, les conditions de cocycles sont évidement 
vérifiées. 

□ 

Décrivons la structure de fibré vectoriel en donnant des trivialisations. Sur Uk on a l'i- 
somorphisme (pk '■ O^™*-^' S^j^2 {y,F* ,F*). On peut ainsi définir (pki = 't'i^ ° 4'k\uki comme 
fonction de transition entre les fibrés triviaux sur les cartes Uk et Ui. La condition de cocy- 
cle est automatiquement vérifiée car (pkluijki^A^X^^ > ^j)) = ^Uijk ® ^- Ainsi sur Uijk ■ 
° 4'jk o 0fci = id. Reste à montrer que la construction ne dépend pas des bigraduations 
V = (Bp^qVP'''' choisies pour chaque construction £,^,^2 {V, F' , F') sur les cartes affines Uk- Sup- 
posons que l'on ait une autre graduation V = ®p,qU^''^ . Alors prendre le bigradué associé aux 
filtrations F* et F* , donne des isomorphismes V^'' = f/'''''. Ces isomorphismes induisent des 
isomorphismes au niveau des modules de Rees puis des fibrés de Rees sur les cartes affines Uk 
pour tous les triplets i,j,k. Ainsi, changer les bigraduations associées aux paires de filtrations 
revient à changer de trivialisations locales du fibré localement libre sur P^ et conduit donc à 
un fibré isomorphe. Le fibré de Rees ^p2(V, FqjF*,^*) est bien déterminé à isomorphisme prés 
à partir de {V, F^,F^,F^). 

Exemple : Donnons la description explicite du fibré de Rees associé à un espace vectoriel de 
dimension 1 muni de trois filtrations. Cet exemple est important car on essaiera toujours par la 
suite de se ramener à une somme directe d'espaces vectoriels de dimension 1 munis de trois filtra- 
tions, la construction précédente se comportant bien pour les sommes directes. Soit V = k muni 
de trois filtrations. On a forcément {V, F^, F^,F^) = {V, DedTriv\DecPTriv* , Dec'^Triv*) où 
r,p,q sont les rangs respectifs auxquels F', F* et F* sautent. 

^p2 (V, Dec^Triv* , Dec'^Triv* , Dec^Triv*) est un fibré en droites sur P^ donc de la forme 
Op2(D). Explicitons le diviseur D. Pour cela notons Dk le complémentaire de Uk dans P^ (la 
droite a l'infini associée à l'ouvert affine Uk), c'est à dire : pour k £ {0,1,2} : Uk = {(«o : 
ui : U2) e P^|ufc 0} = A?^- et Dk = {{uo : ui : U2) G P^|Mfe = 0} = P^. La construction 
dans le cas d'un fibré de rang 1 est simplifiée par le fait que l'on peut évidemment trouver des 
trivialisations sur les ouverts compatibles à toutes les filtrations. Une section méromorphe s du 
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fibré est donnée par (on note v un vecteur engendrant la droite V) : (^) ^■{■^) sur U2, 
sur Uo et i^)-'^ -{^y^v sur U^. D'où : D = (s) = -tDq - pD^'- qD^. 

Nous noterons ce fibré^ 

(:r,p,q 

Sp2 • 

On a décrit l'isomorphisme 

Lemme 23. S'oïi {YiiF'iiFîi^F'i) une famille finie d'espaces vectoriels munis de trois filtra- 
tions, alors : 

Preuve: Rappelons ([H]) que si M et sont deux A-modules, et que l'on note par une tilde 
la construction du faisceau cohérent sur Spec A associée à un A-module, alors : (M ® N)'^ = 
M~ © N~ et (M (»A N)^ ^ M~ <S)spec a N~. Les constructions des fibrés de Rees sur les 
plans affines sur les ouverts standards associées à la somme directe et au produit tensoriel se 
déduisent donc des constructions sur chacun des facteurs. Les trivialisations sur ces ouverts 
sont données par chacunes des trivialisations correspondantes aux espaces vectoriels trifiltrés. 
Les fonctions de transitions du fibré associé à la somme directe et du fibré associé au produit 
tensoriel sont donc données par des blocs correspondants aux somme directes et par produit 
tensoriel des fonctions de transition. Ainsi le fibré de Rees de la somme directe est bien la 
somme de Whitney des fibrés de Rees associés aux espaces vectoriels en somme directe et le 
fibré de Rees associé au produit tensoriel est le produit tensoriel des fibrés de Rees de chacun 
des facteurs. 

□ 

Construction équivalente du fibré de Rees associé à trois filtrations 

Rappelons que la construction du faisceau de Rees associé à trois filtrations (V, F* ,F* jF*) 
sur l'espace affine donne un faisceau cohérent réflexif 

U^{V,F;,F^,F^) = {R^{V,F'>,F^,F^)^,r- 

Ce faisceau est en fait un (G„i)'^-faisceau pour l'action standard de (Gm) * sur par 
translation. Considérons la diagonale de {G„i)'^. La restriction de l'action à la diagonale est 
l'action décrite dans la section 2.5 p. 33. Ça3(V, F* , F' , F2 )\a^\{{o,o,o)} est bien sur un Gm-fibré 
pour cette action. Comme on l'a vu dans l'étude de cette action, le morphisme entre la G^- 
variété A3\{(0,0,0)} et est un Gj„-fibré principal. Donc le 

Gm-fibré 'fA3(Vii^o -^2)1 A3 \{ (0,0,0)} descend sur P^, i.e. il existe un faisceau cohérent £ sur 
P^ tel que 

a3(KF(:,Fi-,F-)U3\{(o,o,o)} = f*£ 

soit un isomorphisme de G^-fibrés sur A'^\{(0, 0, 0)} (/ est le morphisme de l'espace affine 
privé de l'origine vers l'espace projectif). 

Comme l'action de Gm est sans point fixe, £ est unique à isomorphisme prés (cf [Hu-L]). 
Donc, à isomorphisme près il existe un unique faisceau cohérent £ sur le plan projectif tel que 
^A3(V^,Fo ,F',F2 )|a3\{(o,o,o)} — f *£ soit un isomorphisme de Gm-fibrés. 



^ On écrit (r, p, q) et non (p, q, r) car dans les applications à la théorie de Hodge F' et F' seront la filtration 
de Hodge et sa filtration opposée qui sont décrites classiquement par les indices p et g 
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Proposition 15. 

Ça3(^, ^0 , -F"', -^2 )Ia3\{(o,o,o)} = f*^p2iy,F',F',F') 
comme isomorphisme de Gm-fibrés sur A^\{{0, 0,0)}. 

Preuve: Plaçons nous d'abord sur un ouvert affine Uk = SpecA:[^, ^] de P^ = Proj k[ui,U2, Us] 
décrit en début de section, Uq par exemple. f~^{Uo) = {(^0,^1,112) G A^jzto ^ 0}. En 
terme d'anneaux cette restriction de / est associée au morphisme g : A = k[^, ^] — > B = 
k[uo,UQ^,ui,U2\ = k[uo,ui,U2\uo (SpecA = et Spec-B = f~^{Uo)). Alors, 

r {V, Fo* , , )|spec B ^ {R\V, F*, F*) Sr 

- iiR'{V,F^,F^,F^Ur 

— ^A3(V', ^'o*^-^l*^-^2*)|specS• 
On obtient ainsi trois isomorphismes dans les images réciproques des trois cartes affines du plan 
projectif. Ces isomorphismes se recollent bien car sur le plan projectif se placer sur l'intersection 
de deux cartes affines revient à ne considérer qu'une seule filtration (celle qui est en commun 
aux constructions sur chacunes des deux cartes affines) et il en va de même "au dessus" : l'image 
réciproque de l'intersection est isomorphe à A-'^ x Gm x G,„ , et le fibré restreint à cet ouvert fait 
apparaître la construction de Rees avec la filtration voulue dans la direction de la droite affine et 
est trivial dans les autres directions. On obtient ainsi l'isomorphisme voulu sur A'^\{(0, 0, 0)}. 

La compatibilité de cet isomorphisme avec l'action de induite par /* est claire. 

□ 

Les fibrés de Rees sur P^ sont des G-fibrés 

Le fibré de Rees Çp2(V, F* , F' , F') est un G^'^-fibré sur le plan projectif pour l'action de 
Gm^ héritée de l'action par translation sur l'espace affine A^. L'action de la diagonale de G^^, 
A(G^) est triviale (où A(G^) est l'image du morphisme Gm ^ G^ donné par 1 1—^ (t,t,t)). 
Sur chaque ouvert affine Uk, on & une action de Gm x G„, qui est le quotient non canonique 
Gm/A(G^). Cette action, restreinte aux ouverts standard, correspond à l'action de G^ x Gm 
que l'on a décrite sur les fibrés de Rees associés à deux filtrations sur les ouverts affines. L'action 
de Gm^ sur A^ est donnée par : 

k[uo,ui,U2] —>■ k[uo,ui,U2] «1 fc[^o,^ô^^l,<^^*2,^2 ^] 
i-> (g) ti, où i e {0, 1, 2}. 

Elle induit, sur Uq = Specfc[2^^, ^] par exemple, l'action de G^xG™ = Spec ||~^] : 

L Mo ' «0 J '-ua^ uo' '-ta' ta ' ta ' to ' 

^ ^ » ^, Où z G {1,2}. 
Le quotient G^ x Gm de G^ vient du morphisme : 

k[to, io \ il, t2, ia ^] ^ A;[to, ti, *2, i^ ^] k[t, t''^] 
Posons T = Gm/A(G^), nous avons montré que 
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Proposition 16. Le fibré de Rees sur associé à un espace vectoriel muni de trois filtrations 
exhaustives et décroissantes {V, F* , F* , F*) , (,p2(y, Fq , F* , F*) est un T -fibré pour l'action de 
T par translation sur P^ . 

Exemple : Revenons à l'exemple des fibrés en droite de Rees ^pf'^. Décrivons l'action de T 
sur un des ouverts standards, Uq par exemple. Soit w un vecteur qui engendre l'espace fil- 
tré et s une section cquivariante sur C/q telle que s(l) = w. Alors pour tout (ui,M2) € A^, 
s(tti, U2) = W]^^W2 'w. p et q sont les caractères de l'action restreinte au plan affine. 

2.6.2 Restrictions des fibrés de Rees aux droites standards 

La construction du fibre de Rccs étant symétrique par rapport aux trois filtrations, il sufiit 
de décrire la restriction du fibré à 1' une des droites standards. Nous étudions ici la restriction 
à la droite Pj qui correspond aux pôles apportés par la filtration Fq. 

Proposition 17. La restriction du fibré de Rees peut être décrite en terme de fibré de Rees sur 
P^ (cf annexe A), en effet, 

^P2{V,F^,F^,F^) ^ ®r^pl{Gr'p.,F^ir.d,F^ir^d) ^ Opii-r), 

où F' 

ind ^t F* ind sont Ics filtrations induites par F* et F* sur l'espace gradué associé à la 
première filtration. 

2.6.3 Résolution par des fibrés scindés 

On montre que l'on peut trouver une résolution de tout fibrés de Rees par des fibrés 
somme de fibrés en droite (des Çpf''^)- La résolution n'est pas a priori finie et les termes de la 
résolution d'un fibré de Rees associé à des filtrations opposées ne proviennent pas forcément de 
filtrations opposées. 

Proposition 18. Soit Ç un T -fibré équivariant sur P^. // existe alors un résolution par des 
T -fibrés scindés Çi, i > ; 

^ 6 ^ ^0 ^ ^ ^ 0. 

Preuve: Nous allons montrer l'assertion plus générale : 

Soit X une variété projective fisse munie de 1' action plate d'un tore T, a, et soit T un 
faisceau de Ox-modules T-équivariant, alors il existe une résolution de T par des fibrés scindés 
T-équivariants. 

Notons OxiX) le fibré ample de X. D'après [H], il existe uq tel que pour tout n > Uq 
J^{n) = T ® Ox{n) soit engendré par ses sections. D'où 

iî"(X, T{n)) ® Ox ^ ^(n) ^ 0. 

C'est un morphisme équivariant de faisceaux cohérents équivariants. En effet, notons 
par p la projection de X sur le point *. Les foncteurs p* et sont adjoints de la catégorie 
des T-faisceaux cohérents sur X vers la catégorie des T-faisceaux cohérents sur le point i.e. 
des espaces vectoriels munis de l'action du tore. Le morphisme exhibé est donc 1' adjoint du 
morhisme id par 

}îomT,x iP*V,W) = HomT,*(F,P»l^), 
où y = p^J'in) etW = T{n). 
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Donc le tore T opère sur 1' espace vectoriel H^{X,J^{n)). L' action se décompose donc 
suivant les caractères x '■ 

iîO(X,^(n)) = ©,g^L„ 

où le tore agit sur Lj par le caractère X- D'où le morphisme équivariant surjectif qui permet de 
définir somme de fibrés en droites équivariants, 

©iex((Çp2'"''')''™^^-) ® Ox{-n) ^ ^ ^ 0. 

Le noyau de ce morphisme est un faisceau cohérent équivariant sans torsion, on peut donc par la 
même méthode trouver une flèche surjective équivariante qui permet de définir Çi. On continue 
ainsi pour trouver la résolution voulue. 

□ 

2.6.4 Etude du fibrê de Rees 

Cette partie est préparatoire à la section dans laquelle on calcule le caractère de Chern. 
L'idée générale est d'essayer de ramener l'étude du fibré à celle de fibrés scindés, somme de 
fibrés en droite de Rees de type Çp?''. Pour cela on "sépare" les filtrations de façon à n'avoir à 
scinder que deux filtrations simultanément, ce qui est toujours possible. 

L'étude du fibré do Rccs associé à un espace vectoriel muni de trois filtrations (décrois- 
santes et exhaustives) et de ses invariants va nous permettre de déceler à quel point les filtrations 
sont loins d'être dans la position la plus simple, celle où elles sont simultanéement scindées. 
Rappelons que les trois filtrations {FqjF'jF*) sont simultanéement scindées s'il existe des 
sous-espaces vectoriels V^'"^'^ tels que : 



V = ®p,q,rVP''^'^ (où la somme est finie) et < 



^0 = ®{(p' ,q\r')\r'<r} 
Ff = ®{{p',q',r')\p'<p} 



Lemme 24. Soit V un espace vectoriel muni de trois filtrations {Fq , F* , F*) simultanéement 
scindées et de scindement V = ©p.g.rl^^''''' • Alors : 

Cp2 {V, F^,F^, F^) = (Î)p,g,r^p2 (yP'9''-, Ded~Triv*, DecPTriv', DeciTriv'). 

Preuve: Il suffit d'écrire que {V,F^,F^,F^) = ©p,g,r(l^P■«■^ i^o*i„d, ^2i„d) et que sur 

chaque "bloc" V^''^''^, F* est une filtration de niveau 1, c'est à dire qu'il existe ki tel que 
Fh^^ = yP'S''^ et = {0}. Sur V'P''^''' on a fc^ = p. Et F*.^^ est donc une filtration triviale 

décalée Ded'Triv* . On appHque ensuite le lemme 23 p. 44. 

□ 

Nous n'avons pas de moyens, pour étudier le fibre de Rccs associé à trois filtrations 
Ç,p2{y, F* , F* , F*) , d'écrire des suites exactes en le scindant par l'une des filtrations pour faire 
apparaître des fibrés de rang plus bas construits à partir de filtrations qui sont en positions 
plus simples (on pense ici à la filtration par le poids pour une structure de Hodge mixte et 
aux structures pures sur chacun des gradués par le poids). Ceci vient du fait que, comme on 
l'a vu plus haut dans la section sur les filtrations, si l'on peut toujours scinder deux filtrations 
simultanément, ce n'est pas en général possible pour trois filtrations. Pour pouvoir étudier 
^p2 (F, F* , F* , F*) on va lui associer un fibré que l'on pourra démonter suivant les sous-espaces 
associés aux différentes filtrations. 

Eclatons en (0 : : 1), on notera e : — » le morphisme correspondant à 
l'éclatement et E = e~^(0) le diviseur exceptionnel. L'éclatement est décrit dans l'ouvert 
Uq = A^2 = Spec k[u,v] par les morphismes : SpecBj Specj4 où i S {1,2} correspondants 
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aux morphismes d'anneaux suivants (on note les morphismes d'anneaux de la même façon) : 

cq : A = k[u,v] ^ Bq = k[x,y] tel que eo(?i, u) = {uv,v) et ei : ^ = k\u,v] Bi = k\z,t\ tel 
que eQ{u,v) = {u,uv). SpecS^ est noté Uq. On fait la construction du fibre de Rees sur Spec-Bj 
associée au -Bj-module R'^{V, F',Triv'). 

Remarque : Sur l'ordre des filtrations. Le but du travail sur le fibré ^p2(V, F' , F', F') est de 
connaître les positions relatives des filtrations dans le cas où l'espace vectoriel trifiltré est un 
structure de Hodge mixte. Dans ce cas, on prendra Fq = (W,)* la filtration croissante associée 
à la filtration par le poids, et F' = F*, F* = F la filtration de Hodge et sa conjuguée par 
rapport à la structure réelle sous-jacente. On va s'intéresser aux quotients par la filtration par 
le poids qui sont des structures de Hodge pures. C'est pourquoi dans la construction du fibré 
associé à ^p2(V, F*, F*, F*), on distingue F* pour pouvoir quotienter par des sous-espaces vec- 
toriels associés à cette filtration alors que les trois filtrations jouent des rôles symétriques dans 
la construction du fibré de Rees. 

Proposition-Définition 2. On peut utiliser les trivialisations locales des fibrés de Rees as- 
sociés aux paires de filtrations sur les quatre plans affines qui recouvrent pour^ohtenir un 
fibré vectoriel unique à isomorphisme prés. Il sera appelé le fibré vectoriel sur P^ associé à 
ep2(y,FJ,Ff,F2*), il sera noté i~,{V,F^,F^,F^,Triv'). 

Preuve: La preuve est la même que pour la construction de ^p2{V, F' , F' , F'), on trivialise 
localement sur les quatre ouverts par l'intermédiaire des isomorphismes ai exhibés plus haut 
ce qui permet d'avoir automatiquement les conditions de cocycles et d'utiliser de recoller. 

□ 

Lemme 25. Soit (Vi, j' -^i*»' -^2») ''"^ famille finie d'espaces vectoriels munis de trois filtra- 
tions, alors : 

Çp. mV„F^„ F' F',, Triv')) - ©,^p, (F., F* ., F^V, F^ ., Triv*). 
mVi,F^„ FiV, F^\,Triv')) ^ <3i^~, {V^, FqV, F,\, F^V, Triv'). 

Preuve: La preuve est similaire à celle du lemme 14. 

□ 

Décrivons le fibré e*^p2 (F, F* , F*, F2*). Il suffit de se placer dans la carte Uq, des coor- 
données {u,v) décrites précédemmemt. Dans la direction de la coordonnée uv, le fibré image 
inverse du fibre est le fibre de Rees sur un affine associé aux filtrations F' et G' où G' est la 
filtration associée à F* et F* et définie par 

G^= FfnFl 
Cette filtration est appelée la convolée de F* et F* suivant [Ste-Zu]. 

Définition 29. Une filtration décroissante et exhaustive F' est dite positive si le plus petit 
entier p tel que F^ = V pour tout k < p est positif ou nul. Il est équivalent de dire qu 'il existe 
un morphisme d'objets filtrés de {V,Triv*) vers {V,F*). 

La filtration G* est donc positive. Les fibrés ainsi définis sont liés par le lemme suivant : 

Lemme 26. Soit {V, F* , F* , F*) un espace vectoriel muni de trois filtrations. Si F* et F* sont 
positives on a un morphisme injectif de (V^, F* , F*, F*, Trw*) vers e*^p2(V, F* , F*, F*). 
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Preuve: La filtration G' est positive donc il existe un morphisme d'objets filtrés de {V,Triv') 
vers {V,G*). On en déduit l'existence d'un morphisme de £,~2{V, F' , F' , F' ,Triv') vers 
e*^p2{V, F*, F*, F*). Ce morphisme est un isomorphisme sur un ouvert donc est injectif. 

□ 

En terme de coordonnées, sur chacun des ouverts de P^, on a la description qui suit : 
notons U{ = Ui et = U2 les images inverses de U\ et U2 par e. Sur les ouverts f7{ et il n'y 
a rien à montrer. Tout se passe au dessus de la carte Uq dans (rappelons qu'un recouvrement 
affine de e^^(f/o) est donné par et Uq). Comme on l'a vu plus haut, pour un A-module M 
et un morphisme d'anneaux B, on a. f*{M) = M 'E)a B. Par exactitude de il suffit donc 
de montrer qu'on a une flèche de Bj-modules RR{V, F' ,Triv*) — > RR{V, F* , F*) (S)^ Bi pour 
i G {1, 2} injective. Il suffit de le montrer pour i = 1. 

RR{V, F*, F') (E)A Bi est engendré par les éléments de la forme u~p.v~'^ .Up^g P{x, y) 
où P G Bi et ap^q G -Ff n F^, or u~P.i;~'.ap,g (g)A P{x,y) = ttp^q ®a ei{u~P) ■ei{v~'^) .P{x, y) = 
o-p,q ®A {x.y)~^ ■y~'' .P{x,y) = ap^q 0a x~P.y~P~'^.P{x,y). Prenons comme flèche le morphisme 
injectif : R^{V, F^, Triv') R^{V, F^,F^) 0a Bi donnée par x'P.ap ^ ap 0a x'^ où ap e Ff . 

Remarque : Lorsque le fibré sera associé à une struture de Hodge F* = F' et F' = F* et les 

flltrations au rang p sont données par des p- formes et sont donc positives. Notons T le faisceau 
quotient de e*^p2 {V, F*, F*, F*) par (V, F*, F*, F* ,Triv*), on a la suite exacte : 

^ ^p, {V, F^,F^,F^,Trtv') ^ e^^P^ (V, F^,F^,F^) ^ T ^ 0. 
La construction de S^:^2{V, F* , F* , F* ,Triv*) est légitimée par le lemme suivant. Il permet de 

construire des suites exactes de fibrés sur P^ associés aux sous-espaces et espaces quotients de la 
flltration F^ et donc de réduire l'étude de ^~2{V,F^,F^,F^,Triv') puis de ^p2{V,F^,F^,F^) 

à celle des fibres de Rces qui sont des sommes directes de fibres en droite et donc de calculer 
les invariants topologiques du fibré de Rees associé à trois filtrations. 

Lemme 27. Soit {V, F', F', F'jTriv') un espace vectoriel muni de trois filtrations exhaustives 

et décroissantes, si V est un sous-espace vectoriel de V donné par un des termes de la filtration 
Fq (i.e. il existe p tel que V = Fq), alors, en notant par des ' les sous-objets et les filtrations 
induites sur V et par des " les objets quotients et les filtrations quotient sur V" = V/V , on a 
la suite exacte : 

0^^^,{V\F'lF'lF'lTriv')^^~,{V,F^,F^,F^,Triv')^^~,{V'\F''l,F^ 

Preuve: La suite est évidement exacte sur chacun des quatre ouverts affines décrits plus haut. 
Le recollement est rendu possible par le fait que sur chaque intersection triple deux filtrations 
différentes sont en jeu et donc toutes les trivialisations sont compatibles. 

□ 

Remarque : L'idée donnée dans la démonstration du lemme nous donne même un résul- 
tat plus fort : tous les quotients de {V, F^, F', F', Triv') gradués par F' forment des sous-fibrés 
de £,~2{V, F' , F' , F' ,Triv') et leurs quotients sont de même des sous-fibrés. 

Le lemme suivant est l'analogue du lemme 24 p. 47 : 

Lemme 28. Soit V un espace vectoriel muni de trois filtrations {F* , F* , F*) scindées. Alors : 
^P2{V, i^o . ^1*. ^2 , Triv*) = ®p,q^p2 {VP''^, Dec''Triv* , DecPTriv* , DeciTriv* ,Triv*). 

Preuve: La preuve se calque sur celle du lemme 24. 

□ 
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2.7 Calcul explicite du caractère de Chern des fibres de Rees 

Le but de cette section est de calculer le caractère de Chern du fibré ^p2 (V, Fq, F*, F*) as- 
socié à un espace vectoriel trifiltré {V, Fq,F', F') Ç. C^futr afin de voir en quoi ce fibré diffère du 
fibré trivial obtenu pour la construction associée avec trois filtrations simultanéement scindées 
provenant des gradués donnés par les trois filtrations. Pour cela, on utilise la décomposition de la 
section précédente pour calculer les caractères de Chern ch(^) et ch(^~2 (V, F*, F*, F*, Triv*)). 

Notons Di la transformée stricte dans de Di donnée par l'application de l'éclatement 
e, et E le diviseur exceptionnel. 

Proposition 19. Le calcul du caractère de Chern ch(^^(y, F', F*, F' , Triv')) peut toujours se 
ramener au calcul des caractères de Chern ch(^~2 {k, Ded'Triv* , Dec^Triv* , Ded^Triv* ,Triv*)) 

pour {r,p,q) G Z^. De plus, en notant rjo ë iî^(P^,Z) = Z le dual de Poincaré du diviseur D 
et w'^ une forme qui engendre iî^(p2, Z) = Z ; 

ch{^~2{k, Ded'Triv' , Decf Triv' , Dec'>Triv' , Triv')) = 1 + +PVdi +IVD2 + 5(^^+2^^ + 
2rg)w'* On a ainsi la relation : 

cH^P^iV, i^J, i^i*, F^,Triv-)) = dimfeF+Ep,g,, W-Hi5o+î'^Di+m + è(^'+2^f'+2?-«)«'^) 
^p,q,r = dinikGrp.Grp.Grp.V. 

Avant de démontrer cette proposition, étabhssons le lemme suivant : 

Lemme 29. 

ip2{k,DedTriv',DecPTriv',Dec'iTriv') ^ Op2(rL»o +pDi + qD2). 
Ci{^p2{k, Dec^Triv' , Dec^Triv' , Dec'^Triv')) = rrjoo +pr]Di +9??£)2- 
^-^{k, Dec^'Triv' , DecPTriv' , Dec'^Triv' ,Triv') ^ O-^irDo +pDi + qD2). 
ci{^p2{k,Dec'Triv',DecPTriv',Dec'iTriv',Triv')) =rr]Q^ +PVd, +<1Vd2- 

Preuve: La première assertion a été démontrée dans l'exemple qui suit lajjroposition-dcfinition 
1 p. 43. Pour distinguer plus bas leurs transformées strictes dans l'éclaté P^ de P^, on garde les 
notations des Di bien que tous soient homologues dans P^ et définissent des fibrés isomorphes. 
D'après [G-H] par exemple, sur une variété compacte complexe M, la classe de Chern d'un 
fibré en droite de la forme Om{D) pour D £ Div(M) est donnée par ci{Om{D)) = tjd où 
r]D € H'jjfjiyM) est le dual de Poincaré de D. Ainsi : 

ci{^p2{V,Dec''Triv',Dec?'Triv',Dec'^Triv')) = r.rjDo +P-Vdi +q-VD2- 

Le fibré en droites ^—^{k, Dec^Triv* , DecPPriv* , Dec'^Triv* ,Triv')) sur P^ est de la 
forme O-oiD) pour [D] G Pic(P2) = Z © Z. Un calcul analogue à celui fait dans l'exemple 
précité montre l'égalité D = tDq + pDi + qD2 et donc : 

ci{^p2{k,Dec'Triv',De(f Triv', Dec'^Triv', Triv')) = rrjf,^ +pr]Di +1Vd2- 

□ 

Démontrons la proposition : 

Preuve: Démontrons la première assertion. On notera toujours par Triv' la filtration triviale 
induite par la filtration triviale sur des sous-espaces ou des espaces quotients de V. Soit V un 
espace vectoriel muni de trois filtrations opposées {F* , F* , F*). Rappelons que pour une suite 
exacte de faisceaux cohérents de la forme ^ Q' ^ Q ^ Q" ^ la. relation suivante est 
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vérifiée : ch(^) = ch{Q') + ch{Q"). Ainsi en filtrant V par F* et d'après la suite exacte exfiibée 
dans le lemme 27 : 



ch(^p. {V, Fo-, F,; F^,Triv-)) = ^ ch(^p, (Gr^.. V, FqV^.^ , FiV„,^ , F^^,,, Triv')). 

r 

Comme FJ^^^^ est de longueur 1 sur Gr^p.V c'est la filtration décalée de r par rapport 
à la filtration triviale, donc : 

ch(^p. {Gr^p. y, F„V„,^ , F-,„,^ , F2V„,^ , Tmv')) = 

ch(Cp. {Gr^p. V. Z^ec-Trzt.V F- . F',;,,,,, Trï^;*)). 
Pour tout r, filtrons GrJ^. par la filtration induite par F*^^^^ sur cet espace. Il vient 

alors : 

ch(^p. {Gv-p. V, DedTriv* , F*,„,^ , F*,,^,^, Triv*)) = 

Ep ch(ep, (Gr?,.^^^^ Gr^p. V, DedTmv', FiV„,^,,„,^ , Fl,„,^_„,,^ , Tmv')). 
Or F'^ind^ t^^^ est de longueur 1 sur GrPp.^^^^Gr'p.V = Gr^p.Gr'p.V, ainsi : 
ch(Cp2 (Gr-?..^^ Gr^. y, Ded'Triv' , F;„^^ , F'^^^ „,rf^ , Trw*)) = 
cfil^p^GV?,. Gr^. V, Dec^Triv', Ded>Triv', F^^^^^^^^^^ , Frit;*)). 
Le même argument appliqué à la dernière filtration permet de montrer que : 

ch(ep,(y,F-,F;,F*,F™')) = 

Ep,g,r ch(^p2 (G4. Gr^. Gr^. F, DedTriv* , DecPTriv', Dec'^Triv', Triv')). 
Puis finalement que : 

ch(Çp,(l/,Ft;,F;,F2',rriz;*)) = 

Èp,q,r dimk{Grl..GrPp.Gr'p.V). chi^^^ik, DedTriv* , DecPTriv', DeciTriv* ,Triv')). 

Ce qui démontre la première assertion. 
La deuxième découle du lemme précédent. Pour un fibré en droite £, on a la relation ch(£) = 
exp(ci(£)) c'est à dire sur une surface : cfi(£) = l + ci(£) + |ci(£)^. Les produits d'intersection 
dans P2 sont donnés par = 1, Df = 0, = 0, F^ = -1 et Do-Di = 1, D0.D2 = 1, E.Di = 
1, E.D2 = 1, D1.D2 = 0. D'où : 

ch(^p2 (A;, Dec'Triv', Deâ>Triv' , Dec'>Triv*,Triv')) = 

□ 

Reste à déterminer ch{T). L'idée pour le faire est de voir que T ne dépend pas de la 
filtration F*. En effet le support de T est dans l'éclaté de la carte affine Uq et T peut être 
déterminé par les restrictions des faisceaux Çp2 (V, F' , F' , F') et Çp2 {V, F' , F' , F') à l'éclaté de 
cet ouvert affine. Or ces restrictions sont construites à partir uniquement des filtrations F*, F* 
et Triv' et ne dépendent pas de la filtration F* . Donc on peut écrire une suite exacte courte : 

^ Cp2 (V, F',FIF^, Triv') ^ e*^p2 {V, F',F^, F^) ^ ^ 

pour n'importe quelle filtration exliaustive décroissante F' de V avec le même faisceau J-. Ainsi, 
on va choisir une filtration F* telle que ch(^p2(V, F*, F*, F* )) soit facilement calculable. Pour 
cela il faut qu'il y ait un scindement commun de V par les trois filtrations F', F* et F* ce 
qui est toujours le cas lorsqu'il n'y a que deux filtrations, comme dans le cas où F' = F* ou 
F* = F* par exemple. 
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Proposition 20. Le caractère de Chern de T est ch{J^) = ^{p + qf'w'^ . 

Preuve: On a le choix sur F* pour effectuer le calcul. Celui-ci est facilité si l'on prend par 
exemple F* = F*. 

La suite exacte courte de faisceaux explicitée plus haut nous donne : 

ch{J^) = ch{e*^p2{V, FÎ,F^,F^)) - ch(Cp.(^, F^, F^, F^, Triv')). 
D'après la proposition précédente, en posant ôp^q = dimkGrp.Gvp.V : 

chi^~,{V,F^,F^,F^,Triv')) = dimkV + j:^^^ôp,,.{pvn„ +PVd,+'1Vd, + + V + 
2pq)w). 

D'un isomorphisme V = Gvp.Gvp.V (rappelons qu'il en existe toujours un) et du lemme 14 
on tire : 

^P2 (V, F^ , Fl ,F^) ^ (ep,,Gr|.. Gr^ . V, ®p,gDed>Triv;^g, ®p,qDeé>Triv\,q, ®p,gDeciTriv;^g) 
= ©p,gÇp2 (fc, DecfTriv', De(fTriv',DeciTriv') " ^' . 

Donc, si l'on note le générateur de if"^(P^, Z) tel que e*(îi;^) = w'^ : 

ch{e*^p2{V,F^,F^,F^)) 

= e*ch{^p2{V,F^,F^,F^)) 

= e*ch(©p,çCp2(fc,OecPTr^^;^Z)ecPTr^î;^i?ec«Tr^^;•)'^™'°^''^•'^''^l•^) 

= e*{diïnkV + ^Sp^q{pr]Do + PVDi + qrio^ + ^(p^ + p^ + + 2{p'^ + pq + pq))w*) 

= dimkV + '^ôp^g{pr]Q^ +PVdi +1^02 + \{P^ + + + "^(P^ + PQ + Pl))"^^)- 

D'après la formule : ch{^p2 [k, Dec^Triv* , Dec^Triv* , Dec'^Triv') = 1 + rT]Do + PVDi + 

+^{r^ + p"^ + q^ + 2{rp + rq + pq))w^). 

Ainsi : 

□ 

Finalement, le caractère de Chern du fibré ^p2 (V, F* , F*, F* ) est donnée par : 

Proposition 21. ch(^p2(V, Fq*, Ff, Fj*) = dim^F 

+ Y. [(dimftG4.Gr^.Gr^.y).((r + p + q)w'' + ^(r' + 2rp + 2rq)w'') 

P,Q,r 

+ ^[(dim,G4.Gr^.F).(i(p + g)2«;^)" 

P,Q 

Preuve: C'est une conséquence directe du calcul de ch(.F) et de ch (V, F*, F*, F*, Trw*). 

□ 

Nous allons effectuer ce calcul dans le cas qui nous intéressera par la suite c'est à dire 
celui où les trois filtrations sont opposées. Soit V un espace vectoriel muni de trois filtrations 



52 



{F', F', F') exhaustives, finies et décroissantes. On rappelle que ces filtrations sont dites op- 
posées si Gr^p.Gr'^p.Gr^, = pour p + q + n ^ Q. On note C^futr^opp la catégorie des espaces 
vectoriels munis de trois filtrations décroissantes, exhaustives et opposées munie des morphismes 
compatibles aux filtrations. 

Corollaire 7. Soit {V,F',F*,F2) ^ C3fiitr,opp alors : 

ch(Çp2 (V^, F^, F^, F^) = dimfel^ 

+ i [dinifeG^. Gr^. V - dim^G^. Gr^. Gr^fv] . [p + qf .w^ . 

Preuve: On appHque la formule de la proposition précédente. Tous les coefficients sont nuls si 

□ 



Remarque : Lorsque {Fq^F'^F*) sont trois filtrations opposées sur y, on a : 
c^{^^.{V,F',F',F')) = -chi(^p2(F,F*,Fi*,F*)) = 0. 

2.8 Suites exactes de faisceaux associées aux suites exactes d'espaces 
trifiltrês 

Considérons une suite exacte courte dans la catégorie abélienne des espaces vectoriels 
munis de trois filtrations opposées C3fiitr,opp ■ 

^ {V, Fo", Fr, Fr) - {V, F^, F,', F^) ^ {V", F^'", F,"', F^') - 
et son image par la construction des modules de Rees associés : 

^ R'iV', Fo", Fr, F^) ^ R'iV, F,', F,',F^) ^ R^{V", F,"', F,"', F^) - 

ou de façon équivalente son image par le foncteur qui à tout k[u, v, wj-module gradué fini associe 
un faisceau cohérent sur : 

^ ^MV',F;',Fr,Fr) ^ ^MV,F^,F^,F^) ^ ^p.{V" , F^" , F*" , F^') ^ 
que nous noterons pour simplifier : 

^ ^' ^ ^ ^ ^" ^ 0. 
Cette suite n'est pas exacte en général, mais on a seulement la suite exacte : 

Notons (C/C)'''"**'^ l6 quotient faisceautique des fibrés ^ et ^' qui s'inscrit dans la suite exacte 
courte — > ^' ^ ^ ^ £,/(,' 0. D'après l'étude de la section 2.3 p. 19 sur les suite exactes de 
faisceaux réfiexifs (i.e. de fibrés car on est sur une surface), on a le diagramme commutatif dans 



53 



lequel toutes les suites sont exactes 








Y 

S 

Y 


Les caractéristiques de Chern des fibres de Rees associés aux espaces vectoriels trifiltrés 
qui forment la suite exacte vérifient ainsi l'égalité 

ch(ep2 (V, F,", F,", F'')) + ch(ep2 {V", F^", Fr, F'")) = diiCp. {V, F^ , F^ , F*)) + ch(5). 

Proposition 22. Si {V,F^,F^,F^), {V , F^' , F^' , F^') et {V" ,F^" ,F^" ,F^")) sont des élé- 
ments de C^fiitr.opp, alors 

ch2(Çp.(r,F'',Fr,Fr)) + cli2(eP^(F",F*",Fr,Fr')) < ch2(ep2(KFo',F;,F')). 

La preuve de cette proposition se déduit de l'étude du signe de ch2(iS) faite dans le lemme 
ci-dessous. 

Lemme 30. 

ch2(5) > 0. 

Preuve: (du lemme) Il faut prouver que si est un faisceau cohérent sans torsion et si S est le 
conoyau du morpliisme canonique v : T ^ T** (qui est injectif car T est sans torsion), alors 
ch2(iS) < 0, ou de façon équivalente, puisque chi(iS) = 0, C2(iS) < 0. 

□ 

La suite 

i^.(y' ,F'^' ,F{' ,Fl') ^ i^.{y',F*^,F{,Fl) ^ i^.iV" ,F'^" ,Fl\Fr) - 

est en fait exacte dans la catégorie des fibrés vectoriels dans le sens où ^p2 (!/", F*" , F*", F*") est 
le conoyau de Çp2 (]/', F*', F*', F*') Çp2 (V, F* , F* , F*) dans la catégorie des fibrés vectoriels 
obtenu en prenant le bidual du conoyau faisceautique ((^/^')/"»«'=^**^ comme on l'a vu dans la 
démonstration du théorème 2.3.2 p. 28. 

Remarque : D'après la remarque qui suit le corollaire 7 p. 53, comme le chi de chacun des 
fibrés est nul parce que les filtrations sont opposées, la proposition peut s'écrire 

C2(Çp2(T/',F-',F-',Fr)) + C2(Çp2(t/",F-",F-",Fr)) < C2(Çp2 (V^, Fj, F^, F*)). 
Corollaire 8. Soit {V,F^,F^,F^) eC3fiitr,opp- Alors 

C2{^P2{V,F',F',F^))>0. 
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Preuve: "Coupons" V par l'une de ses trois filtrations, F' par exemple de façon à avoir une 
suite exacte dans C^fiitr,opp de la forme 

— * {Po^, F"' inj , F' inj , F* inj) " * F' , F' , F*) {V / F^V, F* indi F* ind^ F* ind) ^ 0. 

D'après la proposition précédente, on a l'inégalité 

Fq indi Fi indi -^2 ind 

))<c2{^Mv,f;,f^,f^). 

On peut à nouveau minorer les deux termes de gauche en coupant les deux filtrations obtenus à 
partir de la première. Comme cette filtration est exhaustive en coupant un nombre fini de fois, 
on peut arriver à ce que les filtrations soit de longueur 1 i.e. triviales. La filtration triviale se 
scinde évidemment simultanéement avec les deux autres filtrations, les fibrés obtenus sont donc 
tous triviaux, donc de deuxième classe de Chern nulle. D'où l'inégalité. 

□ 



Exemple : Donnons un exemple sur un espace vectoriel V =< e, / > sur k de dimension 2. 
On définit les filtrations (décroissantes et exhaustives) par 

• = V, Fq-i = FO =< e > et F^' = {0}. 

• F^ = V, Fl =<f + A.e > et F^ = {0} où A e fc. 

• F^ = V, Fi / + K.e > et F| = {0} où k £ k. 

On vérifie alors que ces trois filtrations sont opposées sur V et que 

{1 si p = g = 1 
1 si p = g = 
sinon , 

si A = K, 

1 si p = q = l 
dimfeG4. Gr^p. V = { lsïp = q = 



sinon 



et si A 7^ K, 



1 si p = 0, g = 1 
• dimkGrp.Grp.V = ( lsip=l,g = 

sinon . 

D'où le calcul de la deuxième classe de Chern 



C2{^P^{V,F^,F^,F^)) = 



si A = K 

1 si A 7^ K. 

On observe que sur l'espace des configurations des filtrations de cet exemple, k'^ (le choix de 
(A, k) e fe^), la classe de Chern du fibré est génériquement 1 et qu'elle est zéro lorsque qu'on 
peut scinder simultanéement les filtrations, i.e. sur la strate fermée d'équation A = k. 

2.9 P^-semistabilitê et /.t-semistabilitê 

La donnée "filtrations opposées" pour les espaces vectoriels trifiltrés se traduit pour les 
fibrés de Rees par une condition de semistabilité que nous allons expliciter dans cette section. 
Rappelons que la propriété que les trois filtrations de l'espace vectoriel V, Fq,F* et F' soient 
opposées est équivalente au fait que pour tout n € 7i, F* et F* induisent des filtrations n- 
opposées sur Grp^. La condition de semistabilité des fibrés de Rees associée aux filtrations 
opposées est une semistabilité de la restriction du fibre au diviseur qui correspond à la filtration 
Fq, droite que nous noterons Pg. Notons j le morphisme 
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Définition 30. Un fibré T sur est dit FQ-semistable si pour tout sous-faisceau cohérent £ 
sur Pq tel que £ C j*J^ on a 

Comme j* induit un isomorphisme de if^(P^, Z) vers iî^(Po, Z) on a pour tout faisceau 
cohérent sur P^, ci(j*JF) = i*ci{T) et donc, 

PQ-scmistablc =^ /i-semistable . 

Rappelons (cf [Gl]) que tout fibré T sur P^ se décompose de manière unique à l'ordre 
des termes près en somme de fibrés en droite = ©j Opi (aj)^'' . Un tel fibré est donc semistable 
seulement si tous les poids a, de la décomposition sont les mêmes. 

Proposition 23. Les fibres de Rees associés à des filtrations opposées sont PQ-semistables. 

Preuve: Soit = ^p2{V, , , F^)) un tel fibré. Il suffit de montrer que ^ Opi (a)'^"s-7=-. 
Ce qui est immédiat par la proposition 17 car la restriction est alors isomorphe à un fibré de 
Rees sur P^ qui est trivial donc semistable puisque F* et F* induisent des filtration r-opposées 
sur Gr p. . 

□ 

On en déduit, d'après la relation d'ordre entre semistabilités donnée au dessus, les fibrés 
de Rees associés à des filtrations opposées sont /U-semistable. 

On peut aussi démontrer directement la /i-scmistabilitc des fibres de Rees associés à 
des filtrations opposées directement sans passer par la proposition précédente qui utilise la 
proposition 17. 

Rappelons que sur toute variété lisse projective X, si J-" est un faisceau cohérent de pure 
dimension dimfe(X) alors il existe un sous-faisceau cohérent de T, £max tel que pour tout sous- 
faisceau cohérent £ de JF, ij{£) < n(£max) et en cas d'égalité £ C £max- Le faisceau £max est 
appelé le sous-faisceau déstabilisant maximal de T. 

Proposition 24. Les fibrés de Rees associés aux espaces vectoriels trifiltrés dont les filtrations 
sont opposées sont ji-semistables de degré 0. 

Preuve: Soit T = ^p2 (V, F*, F*, F*)) le fibré de Rees associé à l'espace vectoriel muni de trois 
filtrations opposées (V. F* . F* . F*)) . Par le calcul du caractère de Chern fait au dessus, nous 
savons que !F est de degré 0. 

Pour montrer que J-" est /i-semistable nous allons procéder en deux étapes. D'abord nous 
allons démontrer qu'il est /i-semistable dans la catégorie des T-faisceaux équivariants i.e. que 
tout sous-faisceau T-équivariant a un degré inférieur à zéro. Nous montrerons ensuite que le 
faisceau déstabilisant peut être muni d'une action de T ce qui permettra de conclure. 

Soit £ un sous-faisceau cohérent T-équivariant de J^. Alors la décomposition suivant les 
caractères de l'action du tore sur £ est incluse dans la décomposition pour T, ce qui prouve 
que les filtrations associées à cette action sur £ sont opposées, et donc que le degré de £ est 0. 

Soit £max le sous-faisceau déstabihsant maximal de J^. Montrons qu'il peut-être muni 
d'une structure de T-faisceau telle que le morphisme 

^ £max ^ ^ 

soit un T-morphisme. Considérons pour tout f G T le morphisme 

fugt-- {t} X P2 T X P2 p2 , 

où pour /, la deuxième flèche est P2 et pour g, elle est a. Alors pour tout t, ff£max est 
le sous-faisceau déstabilisant maximal de f^J-" {p2 correspond à l'action triviale). De même 
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comme d'après [Hu-L], lemme 1.3.5, le sous-faisceau déstabilisant maximal est unique, donc 

9t^max est le sous-faisceau déstabilisant maximal de g*T. Or T est un T-faisceau donc si ^ 
est l'isomorphisme sur T x entre l'image réciproque par le morphisme de l'action et l'image 
réciproque par le morphisme de projection, il vient. 

Ce qui permet d'exhiber pour tout f € T, par unicité du sous-faisceau déstabilisant maximal, 
l'isomorphisme 

^max est donc un T-faisceau. 

Tout sous-faisceau £ àe vérifie ii.{£) < iJt{£max) = ce qui permet de conclure. 

□ 



Remarque : L'action du tore l'ensemble des classes d'isomorphismes de faisceaux cohérents 
sans torsion fixe par unicité la classe d'isomorphismc du sous-faisceau déstabilisant maximal. 
Pour montrer que le faisceau est muni d'une action on utilise le fait que iî^(T, Aut, d'aprs(£max)) = 
0([Dem-Gab]). 

2.10 Dictionnaire : Espaces vectoriels filtrés-Fibrés vectoriels 

Dans cette section nous rassemblons et complétons les résultats des sections précédentes 
afin d'écrire un dictionnaire entre les espaces vectoriels n-filtrés et les fibrés vectoriels. Nous 
avons déjà établi à travers les propositions 13 p. 40 et 14 p. 41 des équivalences de catégories 
entre les catégories des espaces vectoriels filtrés ou bifiltrés munies des morphismes strictement 
compatibles aux filtrations et les catégories des fibrés G„, ou G^-équivariants munies des 
morphismes de fibrés vectoriels dont les conoyaux sont sans torsion. 

Nous voulons établir ce type d'équivalence entre vectoriels trifiltrés et fibrés vectoriels 
sur P^. Rappelons que l'on note : 

• Cnjiiir la catégorie des espaces vectoriels munis de n-filtrations exhaustives et décroissantes 
et dont les morphismes sont les morphismes strictement compatibles aux filtrations. 

• Cnfiitr,scind la sous-catégorie pleine de Cnfutr dont les objets sont les espaces vectoriels 
n-filtrés dont les filtrations sont simultanéement scindées. 

• C3fatr,opp la sous-catégorie pleine de Czfutr dont les objets sont les espaces vectoriels tri- 
filtrés dont les filtrations sont opposées. 

• Csfiltr,opp,scind la sous-catégorie pleine de C3fiitr,opp dont les objets sont les espaces vecto- 
riels trifiltrés dont les filtrations opposées sont simultanéement scindées. 

On rappehe que T = G^/A(G^) est le tore quotienté par la diagonale. P^ = Proj[uo, ui, U2] 
est fixé et on note Pj le diviseur qui correspond à Proj[ui,U2]. P est le point (1:0:0). 
Théorème 2. La construction du fibré de Rees sur P^ associé à un espace vectoriel trifiltré 

établit des équivalences de catégories entre : 

• La catégorie des espaces vectoriels de dimension finie munis de trois filtrations décroissantes 
et exhaustives et des morphismes strictement compatibles aux filtrations C^jutr est équivalente 
à la catégorie des fibrés vectoriels sur le plan projectif munis de l'action héritée de l'action 
par translation sîtr A^\{(0, 0, 0)} de Gm^ dont la diagonale agit trivialement et des morphismes 
équivariants de fibrés dont les singularités du conoyau sont en codimension 2, supportées aux 
points (1 : : 0), (0 : 1 : 0) ei (0 : : 1), J^ib(P'^/T) : 

{Csfutr} 4^ {.Fz6(PVT)} . 
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• La catégorie des espaces vectoriels de dimension finie munis de trois filtrations décroissantes, 
exhaustives et simultanéement scindées et des morphismes strictement compatibles aux filtra- 
tions C^futr,scind ^st équivalente à la catégorie des fibrés vectoriels sommes de fibrés en droite 
sur le plan projectifP^ munis de l'action héritée de l'action par translation sur A^\{(0, 0, 0)} de 
Gm^ dont la diagonale agit trivialement et des morphismes équivariants défibrés, J^ibscindÇP"^ /T) 

{C3filtr,scind} < ^ {J^ibscindÇP^ /T)} ■ 

• La catégorie des espaces vectoriels de dimension finie munis de trois filtrations décroissantes, 
exhaustives et opposées et des morphismes strictement compatibles aux filti'ations Csfiitr,opp est 
équivalente à la catégorie des fibrés vectoriels semistables de pente sur le plan projectif 
munis de l'action héritée de l'action par translation sur A^\{(0, 0, 0)} de Gm^ dont la diagonale 
agit trivialement et des morphismes équivariants de fibrés dont les singularités du conoyau sont 
en codimension 1, supportées au point P = (1 i : 0)^ ^'ibi^—sejnistable,ix=o 

(PVT) ; 

^R. 2 
{Csfiltr^opp} — {•^*^pi-semîsto6ie,/t=0 (P /T)} . 

Preuve: • Montrons la première équivalence. Pour vérifier que les foncteurs et établissent 
une équivalence de catégorie, commençons par prouver que '^r est essentiellement surjective. 
Soit ^ un élément de TibÇP^ /T). Les restrictions de ^ aux ouverts affines standards Uk = 
{(?io, ui, U2) ë P^l^fc 7^ 0} pour tout k G {0, 1, 2} sont des fibrés vectoriels (Gm)^-équivariants, 
noté ^fe. D'après la proposition 14, chacun de ces fibrés permet de définir un couple de 
filtrations {F*, G*) sur le même espace vectoriel donné par la fibre en (1 : 1 : 1) de ^, F = 
Ç(i:i:i)- Comme l'action sur et ^k' est la même sur les restrictions de ces fibrés à Uk r\Uk' 
(Çfelwfc/ = £.k'\uk = ClwfcHW^,), les filtrations données par l'action sur les fibres restreints sont 
les mêmes. Ainsi G* — F*, G* = -F* et G* = F*. S, est donc isomorphe au fibré obtenu en 
recollant par l'action les fibrés (GTO)^-équivariants sur les cartes affines obtenus à partir des 
couples de filtrations, donc par la proposition-définition 1 p. 43, ^ = £,p2(V, F* , F' , F*) comme 
fibrés vectoriels sur le plan projectif puis de façon directe comme T-fibrés équivariants. D'où 
l'essentielle surjectivité de ^r. 

Vérifions que l'image d'un morphisme / entre deux objets {V, F*, F*, F') et {W, G', GJ, G*) 
dans Csfiitr par est bien un morphisme dans ^i6(P^/T). est bien par construction 

un morphisme T-équivariant. Reste à vérifier que son conoyau est sans torsion. La question 
est locale, plaçons-nous sur les ouverts affines standards Uk décrits plus haut, sur Uo par ex- 
emple. Alors le conoyau de $_r(/)|wo est sans torsion car ce morphisme de fibrés vectoriels 
Gm ^-équivariants est l'image par le fonctcur de Rccs sur les espaces bifiltrés, déjà noté ^r, du 
morphisme strictement compatible aux filtrations induit par / en oubliant la première filtra- 
tion / : (VjF'jF*) — > (W, GJjG*) dans C2fiitr- Or la proposition 14 affirme que le conoyau de 
isomorphe au conoyau de ^R{f)\u„, est sans torsion. 

Reste à voir que le foncteur ^r établit une correspondance pleinement fidèle. Soient 
{V, F' , F' , F') et (VF, GJ, G*, G*) deux objets dans C^fatr- Soient /, /' deux éléments de 

Homc3,.„.((V,F-,i^;,F2*),(W^,GS,Gî,G')) tels que = $^(/') 

dans 

Hom^,b(p2/T)($fl((l^, FoV FiV F2*)), ^r{{W, G^, GJ, G^))). 

En se restreignant aux ouverts affines standards Uk, ^R{f)\uk = ^fl(/')lwfc signifie d'après la 
proposition 14 que les restrictions de / et /' aux espaces vectoriels bifiltrés par oubli de la filtra- 
tion F* sont égales, ceci sur les trois ouverts, ce qui signifie que / et /' coïncident sur chacunes 



58 



des filtrations, i.e. pour tout k G {0,1,2} et tout p G Z, f{F^) = f'{F^)) et donc / et /' sont 
égaux, d'où l'injectivité. Montrons la surjectivité. Soit g G Homjrif,(p2 /t) (Ci £,'))■ Les restrictions 
gk aux ouverts affines Uk de g sont des morphismes (G„i)^-équivariants de (Gm)-^-fibrés vecto- 
riels sur les ouverts affines dont le conoyau est sans torsion puisque g est sans torsion. Ainsi pour 
tout k, Qk e Hom:Fjb(A2/(G^)2)(C|wfe,C'|Kj a un antécédent fk e Homc2yia,($7(C|iYj, ^/(C'Ii^J) 
par la proposition 14. Los morphismes d'espacos vectoriels bifiltrés fk ont deux à deux une filtra- 
tion en commun, ce qui permet de définir un morphisme d'espace vectoriel trifiltré / qui coïncide 
avec les fk lorsqu'il est restreint aux espaces bifiltrés. On a bien ^R{f) = g ce qui permet de 
conclure. (On aurait pu aussi utiliser la proposition 13 appliquée aux fibrés Gm-équivariants 
sur les intersections deux à deux des ouverts standards Uk H Uk' ) . 

• Deuxième équivalence. L'image par d'un espace vectoriel trifiltré scindé est claire- 
ment un fibré équivariant sur le plan projectif somme directe de fibrés en droite équivariants. 

Soit C e TibscindiP"^ /T). ^ est somme de fibrés en droite T-équivariants ^ = Ci. Par 
l'équivalence précédente, il existe un espace vectoriel trifiltré (Vi, F'q, F*i, F*2) de dimension 
1 tel que = ^^rHV,, F'o, F^i, F^^)). Posons (V, F'o, F\, F'2) = (B^eI [Vi, F'o, F^i, F;2). 
On alors, par le lemme 14 p. 29 l'isomorphisme de fibrés équivariants sur le plan projectif 
e = ©^e/6 = (B^eI^R{{Vi,F•o,F^l,F^2)) ^ ^ r{V, F' o, F' i, F* 2) qui prouve l'essentielle sur- 
jectivité de $_R. 

La fidélité de ^r est immédiate. En efïet, si / et /' sont deux morphismes d'espaces 
vectoriels trifiltrés scindés tels que les morphismes de fibrés sommes de fibrés en droites équiv- 
ariants <Î>_r(/) et $/?(./') coïncident, alors / et /' sont égaux dans C^futr, donc dans C^futr.scmd- 
Pour la surjectivité, on peut remarquer que si C et C' sont des éléments de J^i6scmd (P'^/T), alors, 
comme £, = Ci et C' = ®jeJ Cj, on a 

Hom^i6,,,„,(PVT)(C,C') = e(i,,-)6/xjHom^ib^^,„,(p2/T)(Ci,C;). 
Soit g un morphisme dont on veut trouver un antécédent, g se décompose par blocs en 
Par la première équivalence de catégories exhibée au dessus, chacun des termes g''^ de cette 
décomposition admet un antécédent par ^r, que nous notons /*•'. Le morphisme d'espaces 
vectoriels trifiltrés scindés obtenu par la famille des /'^ a clairement g pour image, ce qui 
montre la surjectivité. D'où la pleine fidélité. 

• Troisième équivalence. Soit C G ■^*&pi-semî.sta5;e,/j=o(P^/T)- 

Considérons le foncteur ^r de la catégorie des filtrations opposées Czfiitr,opp vers la 
catégorie des fibrés équivariants semistables de pente nulle ^î&pi_semisto6ie,M=o 

(PVT). Ce 

foncteur est bien définit par la proposition 23 p. 56, en effet les fibrés de Rccs associés aux 
espaces vectoriels munis de trois filtrations opposées sont PQ-semistables par cette proposition. 
Ils sont de pente nulle d'après les calculs effectués dans la section "calcul expHcite du caractère 
de Chern des fibrés de Rees". On voit directement par les caractérisations précédentes que ^r 
est injcctif. La surjectivité de <î>/v est également immédiate. 

Reste à voir que le foncteur a bien pour images des éléments de C^fiitr,opp- Par 
la première équivalence de catégories, à partir d'un fibré T-équivariant Cp^ on obtient par 
le foncteur $/ un espace vectoriel trifiltré (F, i^* , F*, F*)- Montrons que ces filtrations sont 
opposées i.e. que Grp^Grp^Grp^V ^ implique p + q + r = 0. C'est équivalent à montrer 
que Gr^^ Grp^ Gvp^ ^ = pour tout p + q + r^Oce que nous allons décomposer en deux 
parties, la partie positive (demi-espace strictement positif), p -|- g -|- r > 0, et la partie négative 
p + q + r < 0. Supposons qu'il existe un triplet {po, qo, ro) dans le demi-espace strictement positif 
tel que l'espace trigradué associé ne soit pas nul. Alors, on a un morphisme injectif d'espaces 
vectoriels trifiltrés 

^ {k, Dec^^Triv* , DecP^Triv* , Deci°Triv') ^ {V, F^,F*, F^). 
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Ce morphisme mène à un morphisme injectif de T-fibrés sur le plan projectif 



^^(-o,Po,ço) ^Çp, . 

Or /i(^p2°'^°''°'') = ro + po + qo > ce qui contredit la /i-scmistabilitc de ^p2 donc la Pj- 
semistabilité de ce fibré. Les espaces trigradués correspondants à des indices dans le demi-espace 
strictement positif sont donc nuls. 

Revenons à la formule du degré du fibré ^p2 . On a 

ci(CpO = ^(t/îmfcG4.Gr^.Grî,.y).(r+p + g)w;2. 

Comme pour tout triplet {r,p,q), p + q + r < 0, la somme est nulle si et seulement si tous les 
termes sont nuls ce qui permet de conclure. Les filtrations sont bien opposées. 

□ 

Dégageons une première conséquence de ce théorème : 
Corollaire 9. La catégorie Czfiitr,opp est abélienne. 

Preuve: Ce corollaire se déduit du fait que .?^î&pi-.semi.stabie.p=o(P^/T) est abélienne. Montrons 
cette affirmation; on se place dans le contexte du théorème 2.3.2 avec X = P^, les faisceaux 
réflexifs sont donc localement libres. Ce dernier théorème et son corollaire 6 montrent que 
J^ibfj,-seTnistable,fi=oÇP^ /T) est abélienne. Pour montrer que la sous-catégorie 
jFï6pi_gg^jgj^{,jg^^^Q(P^/T) est abélienne il suffit de voir que le noyau et le conoyau d'un mor- 
phisme f : £ ^ !F dans cette catégorie sont aussi dans cette catégorie i.e. que le noyau et le 
conoyau sont Pj-semistables. 

Considérons la suite exacte dans J^ibfi-semistable,iJ.=o(P^ /T^) 

O^JCer^S^J^^ Coker 0. 

La restriction au diviseur Pj est un foncteur exact car le seul point de torsion est le point 
(0:0:1). D'où la suite exacte dans la catégorie des faisceaux cohérents sur la doite projective 
(aveci : Pj ^ P2) 

^ 3*ICer j*£ fT -> fCoker 0. 

La semistabilité de j*/Cer se déduit directement de la semistabilité de j*£. Soit TL un sous- 
faisceau cohérent de j*Coker on peut alors écrire les deux suites exactes — > W — > j*Coker — > 
j*Coker/Ti. ^ et G ^ /C ^ j*Coker/H ^ où /C est le noyau du morphisme 

canonique j*T — > j*Coker /H. Comme j*Coker et j*J-' sont de degré 0, /Lt(A^) < implique 
m(^) < ce qui permet de conclure. 

□ 

• Définissons la catégorie C^fiHj. dont les objets sont les espaces vectoriels trifiltrés 
dont les filtrations sont opposées et dont les morphismes sont les morphismes compatibles aux 
trois filtrations. Cette dernière catégorie est la catégorie étudiée par Dehgne dans [Del2]. 

La condition sur les morphismes est donc plus faible que celle exigée pour les morphismes 
de C^fiUr,opp'^ cette dernière catégorie est une sous-catégorie de C^futropp- Nous allons voir 
que la condition de stricte compatibilité est automatiquement vérifiée pour les morphismes de 
^sfiltropp^ autrement dit que tout morphisme dans C^futr opp strictement compatible aux 
filtrations, c'est à dire C^futropp ~ ^3fiitr,opp^ ce qui est le point essentiel du théorème de 
Deligne ([Del2], Th. (1.2.10) p. 12), que le théorème précédent nous permet de retrouver de 
façon géométrique. 
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Corollaire 10. Soit C^^^^^ la catégorie définie ci-dessus. 

(*) ^3futr opp '^'^^ catégorie abélienne. 

(a) Le noyau (resp. conoyau) d'un morphisme f : V W dans C^futr opp noyau 
(resp. conoyau) du morphisme d'espaces vectoriels sous-jacent muni des filtrations induites par 
celles de V (resp. celles de W). 

{m) Tout morphisme f : V ^ W dans C^j-^^ ^^^^ est strictement compatible aux trois 
filtrations des triplets de filtrations ; le morphisme Grp'if) est compatible aux bigraduations de 
Grp'iV) et Grp'iW) ; les morphismes Grp'if) et Grp'if) sont strictement compatibles à la 
filtration induite par F* . 

{iv) Les joncteurs oubli des filtrations, Grp' , Grp' , Grp' , et 

Grp'Grp' = Grp'Grp' = GrF'GrF'Grp- = Grp'Grp- = Grp'Grp- 

sont exacts de la catégorie C^futropp '"^''^^ catégorie des k-espaces vectoriels. 

Preuve: {iii) Commençons par démontrer la première assertion de {iii). Considérons le mor- 
phisme f : V —^ W dans C^fmropp 1^ morphisme entre fibrés vectoriels qui lui est 
associé. Ce morphisme de fibrés vectoriels est de rang constant sauf éventuellement en un nom- 
bre fini de points (i.e. un ensemble de codimension 2). En effet, si ce n'est pas le cas, le conoyau 
a de la torsion donc a une première classe de Chern strictement positive et donc son noyau 
aurait une première classe de Chern strictement positive ce qui contredit la /x-semistabilité et 
donc la PQ-scmistabilitc de la source du morphisme entre fibres vectoriels. On en déduit en 
utilisant le proposition 14 que les morphismes d'objets filtrés sont strictement compatibles avec 
les filtrations puisque le heu singulier du conoyau est inclus dans le lieu P = (1 : : 0). (i) 
Tous les morphismes dans C^fiHr,opp ^^""^ strictement compatibles donc les catégories C^j^-^^ g^p 
^3jiii.r opp les mêmes ce qui permet de conclure car la catégorie C^fiitr,opp abélienne 
par le corollaire précédent. 

(m) Comme C^futr^opp = ^sfiltr^opp^ Peut ramener l'assertion à C^futr^opp Qui est alors 
évidente. 

(iv) Ces foncteurs sont par le dictionnnaire les foncteurs fibre en respectivement les points 
(1 : 1 : 1), (0 : 1 : 1), (1 : : 1), (1 : 1 : 0), au diviseur (droite projective) qui correspond à F' 
puis à l'image de (0 : : 1) sur ce diviseur, au diviseur (droite projective) qui correspond à F* 
puis à l'image de (0 : : 1) sur ce diviseur, au diviseur (droite projective) qui correspond à F* 
puis à l'image de (0 : 1 : 0) sur ce diviseur, au diviseur (droite projective) qui correspond à F* 
puis à l'image de (0 : 1 : 0) sur ce diviseur. Toutes ces restrictions se font sur des sous-ensembles 
de P^\P et donc préserve les suites exactes car les morphismes sont de rang constant sur cet 
ensemble. 

□ 

2.11 Structures réelles 

Dans cette section on se place sur le corps C. 

Supposons que le C-espace vectoriel V muni de trois filtrations {F', F', F') ait une struc- 
ture réelle sous-jacente V = Vr (8)r C. Il est ainsi muni d'une conjugaison t : V ^ V. Nous 
voulons étendre la comparaison entre espaces vectoriels munis de trois filtrations et fibrés équiv- 
ariants sur pour l'action d'un certain groupe G aux cas où les filtrations sont munies de 
certaines structures réehes. Plus précisément lorsque les filtrations F* et F' sont conjuguées 
vis-à-vis de la structure réelle de V. Lorsque V est muni d'une structure réelle, on peut parler 
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de la filtration conjuguée F' à une filtration F'. Pour tout p, -Ff est le sous-espace t{F[). Si 
F* est exhaustive et décroissante il en est de même pour F' . 

Notons C3fiitr,opp,R la catégorie dont les objets sont les espaces vectoriels qui ont une 
structure réelle sous-jacente et qui sont munis de trois filtrations (ordonnées) exhaustives 
décroissantes et opposées (F*, F*, F*) telle que les filtrations F* et F* sont conjuguées et 
F* est déjà définie au niveau de Vr c'est à dire que pour tout p, F^ = Fq {F* est une filtration 
de Vr, et on note de la même façon, par abus de notation, la filtration induite sur V — Vr,(8)rC) ; 
les morphismes sont les morphismes de C-espaces vectoriels strictement compatibles aux filtra- 
tions. 

Nous voulons ici compléter le dictionnaire de la section précédente à C^f utr^opp.'R.- H faut 
pour cela traduire la structure réelle en terme de structure sur le fibré, i.e. traduire le fait que 
deux des filtrations sont conjuguées, en terme de structure des fibrés sur associés aux objets 
de C3fiUr,opp,R qui sont des objets trifiltrés. 

Considérons l'involution antiholomorphe de donnée par 

rp2 : P^ — > P^, [uo : Ui : U2] 1-» [ûo ■ «2 : «i]- 

Un fibré £ sur P^ est un r-fibré s'il est muni d'une involution antihnéaire r qui induit rp2 sur 
la base. Ceci s'explicite de façon faisceautique comme on peut le voir dans [Si2] pour les fibrés 
sur P^. Considérons le fibré £ comme un faisceau localement libre de C'p2-modules, on peut 
alors définir le faisceau t*£ par 

T^£){U) = £iTMi^)) 

pour tout ouvert U deP^. 

Remarquons que cette définition a bien un sens car pour tout ouvert de Zariski U, rp2 (U) 
est aussi un ouvert de Zariski. En effet, U = F^ — {[uq : Ui : U2]\Pi{uo, ui, U2) = pour tout i € 
1} où I est un ensemble fini qui indexe des polynômes homogènes Pi{uo,Ui,U2), et donc 
Tp2(U) est l'ouvert de Zariski complémentaire du lieu des zéros de la famille des polynômes 
Pi{uo,U2,ui) indexée par /. 

T*£ est aussi un Op2-module localement libre. En effet T*{£){iU) a une structure de 
Op2 (ZY)-module donnée par : pour tout e S £{Tp2{h()) et f € O-p^iJA) par f.e = T.t{f)e. 

Le foncteur t* qui va de la catégorie des faisceaux localement libres sur P^ est antilinéaire 
c'est à dire que l'application induite par r* entre les espaces vectoriels complexes Hom(5,f ) 
et Hom(T*(f ), T*(f )) est antilinéaire. Il en va ainsi de même pour l'application induite en 
cohomologie W{£) H\t*{£)). 

Le foncteur r* est une involution. Un r-fibré, fibré muni d'une involution antilinéaire au 
dessus de Tp2 , peut donc être défini comme suit : 

Définition 31. Un T-fibré vectoriel sur P^ est la donnée d'un fibré vectoriel £ et d'un mor- 
phisme f : £ ^ t*{£) tel que T*{f) o f = ids- 

Soit T"^ le sous-groupe des automorphismes de P^ engendré par G = Gm^ / A{Gm) et 
G.Tp2 . T"^ est engendré par G et rp2 . Une fibré vectoriel £ est un T'^-fibré s'il est à la fois un 
G-faisceau cohérent et un r-fibré. 

Lemme 31. Le noyau et le conoyau d'un morphisme de T^-fibrés sont des T^-fibrés. 

Preuve: Le fait que le noyau et conoyau d'un morphisme de G-fibrés soient des G-fibrés a été 
démontré dans la section 2.5 p. 33. Il reste donc à montrer que 1' assertion est vraie pour les 
r-fibrés. 
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Soit /i : £ — > un morphisme de r-fibrés. Notons par ICer et Coker le noyau et le conoyau 
de h. Pour tout r-fibré £ vu comme faisceau localement libre, et tout point P € on a 

{t*£)p= lim T*£{U)= lim £{tv^{U)) = {£r^^)p. 



U3P 



U3P 



Ainsi T* est un foncteur exact. 

Notons par fs, fg les morphismes définissant respectivement £ ei, Q comme des r-fibrés. 
L'exactitude du foncteur t* donne le diagramme commutatif suivant 







r*{fs°i) 



fs°i t'îe 



fe 







■r*(/C) 



T*{£)^^T*{T) 



■ Coker 

4 







r (p 



■ T* (Coker) >■ 



où if on = T*7r o g. On vérifie aisément que r*(/f o i) o (fg o i) = idjc- Pour finir 



T if O if O TT 



= T (fi O T TT O g 

= T* {(f O tt) O g 

= T* {t* (w) o g) o g 

= TT o T*g O g 

= TT. 



et donc, tt étant surjective, T*(p o ip = idc, 



oker • 



□ 



Remarquons que r* est aussi une involution antiliolomorphe du diviseur Pq. Notons rpi 
la restriction de r à Pj. La restriction d'un r-fibré est un rpi-fibré au sens de l'annexe A. 

Théorème 3. La catégorie des espaces vectoriels complexes de dimensions finies munis d'une 
structure réelle sous-jacente, de trois filtrations décroissantes, exhaustives et opposées telles 
que deux d'entre elles soient conjuguées, l'autre définie sur la structure réelle, et des mor- 
phismes strictement compatibles aux filtrations CzfiUr,opp,Ti est équivalente à la catégorie des 
T'^-fibrés vectoriels J-ibpi-semistables de pente sur le plan projectif P^ et des morphismes 
de H-fibrés dont les singularités du conoyau sont supportées en codimension 2, par (0 : : 1), 

•^*^Pj-semisfoWe,/i=o(P^/T^) •' 



{C: 



3filtr,opp 



.r} 



4>R 



{^î6pi_gg„jgt„b/e,u=o(P^/T^)} • 



Preuve: Montrons d'abord qu'avec une telle source et un tel but et sont bien défi- 
nis. Commençons par ^r. Soit (V, F* , F* , F*) un objet de C^juir^opp.Ti- On définit les fibrés 
de Rees suivants : iî2(K F*, F*)^ = R^{V, F^ ,^1)^ sur = U2 = Spec[uo/u2, wi/ua], 
R^{V,Fl,Fly = R'^{V,F^,f[)~ sur A"^ = Ui = Spec[uo/wi, U2/U1] et R'^iV,Fl,Fl)^ sur 
= Uo = Spec[ui/uo, W2/W0]. Le fibré de Rees obtenu par la construction habituelle est alors 
T*i^p2{V,F,lF^,F^)). Le morphisme / entre Cp2{V, F,l F^ , F^) et t* {^p2{V, F^ , F^ , F^)) est 
donné sur tout affine par le morphisme de modules de Rees u~Pv~''w vr^v^'^w. Ainsi 
est bien défini. Dans l'autre direction, soit Ç un objet de ^ïf'pi_sem,ista6/e,/i=o(P^/T^). Par 
restriction aux droites affines données par une des coordonnées égale à 1 sur les plans affines 
standards qui recouvrent le plan projectif on voit que l'action de r donne un ismorphisme entre 
Çai(V(i:1:i), J"*) ct Çai (V(i:i:i) , J^') ct entre ÇAi(V(i:i:i),^r) ct Çai ( , J^a) cc qui permet 
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de conclure par l'équivalence de catégorie entre celle des fibrés de Rees sur la droite affine et 
celle des espavecs vectoriels filtrés. Les correspondances sont donc bien définies. 

L'essentielle surjectivité de est claire, est bien fidèle : si deux flèches de Czfutr,opp,iL 
f et /' ont mêmes images, elles sont égales dans C3fiitr,opp et donc dans C^fiitr,opp,Ti- La surjec- 
tivité de est de même évidente. 

□ 

Corollaire 11. Cs/ijtr.opp.R est une catégorie abélienne. 

Preuve: Le lemme précédent nous dit que la catégorie des T'^-fibrés est abélienne ce qui associé 
au fait que la catégorie ^ibp^-semistable,fi=o{P^ f^) est abélienne nous permet de conclure par 
l'équivalence de catégorie donnée dans le théorème. 

□ 



2.12 K-théorie équivariante de et invariants d'espaces vectoriels 
filtrés 

Dans cette section on calcule des invariants discrets des fibrés de Rees associés aux espaces 
vectoriels trifiltrés. Ces invariants sont plus fins que le caractère de Chern qui fait l'objet de 
la section 1.7, "Calcul explicite d'un invariant du fibre de Rccs". Pour ce faire, on calcule la 
classe des fibrés G-équivariants sur pour l'action standard par translation du tore T dans 
la K-théorie équivariante de P^, ou du moins dans Ko(P'^,T). 

Dans une première partie, on rappelle la définition de Kq{X,G) pour une G- variété X, 
puis on introduit le matériel nécessaire pour donner le "théorème de reconstruction à partir des 
strates" de [Ve-Vi] qui nous permettra de le décrire explicitement. 

2.12.1 Définition de K^{X,G), reconstruction à partir des strates 

On se place toujours sur un corps k de caractéristique nulle et algébriquement clos. Soit 
G un groupe réductif et X une G-variété. D'après 20 p. 35, la catégorie des G-fibrés vectoriels 
sur X est abélienne. On note Ko(X, G) la /c-théorie de cette catégorie abélienne. 

Kq{X,G) est construit de la façon suivante (cf. [Hir]) : soit C{X,G) l'ensemble engendré 
par les classes d'isomorphismes [8] de G-fibrés vectoriels sur X. La somme de Wliitney © muni 
C{X, G) d'une structure de semi-groupe. Soit F{X, G) le groupe abélien engendré par C{X, G). 
Notons R{X, G) le sous-groupe engendré par les éléments de la forme [£] — [£'] — [£"] lorsqu'on 
a la suite exacte courte de G-fibrés —^ £' —^ £ —^ £" ^ 0. Alors 

(Y r'\ - 

^'^""^^^ - mx:Gy 

A partir d'ici on supposera que G est diagonalisable. Pour tout entier positif s, notons par 
Xg (Z X \e lieu des points où les stabilisateurs sont de dimension exactement .s. 

Pour tout s, on considère le fibré normal à Xs dans X, Ng. Il est naturellemnt muni 
d'une action de G pour laquelle les stabilisateurs sont de dimension au plus s. Soit Ng^s-i le 
lieu des points où la dimension du stabiHsateur est exactement s — 1. On a alors un morphisme 

composé Ns^s-i'^ — ^ Ng — Xg , dont l'image inverse induit un morphisme en JT-théorie 

(TToi)* : K,{X,,G) ^ K,{N,,s-i,G). 

Nous définirons plus bas ([Ve-Vi], section 3) un morphisme de spéciaHsation par une déformation 
du fibré normal 

Sp^,;,^ : K,{Xs-uG) ^ K,{Ns,s-i,G). 
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Ces morphismes de spécialisation permettent de creconstruire exactement la -ftT-théorie équiv- 
ariante de X pour l'action de G à partir de la -fC-théorie équivariantes des strates. 

Théorème. [Ve-Vi] Soit G un groupe diagonalisable de dimension n qui agit sur une variété 
X séparée de type fini sur k. Alors les morphismes de restriction K^{X,G) —^ K^{Xg,G) in- 
duisent un isomorphisme 

Kt:{X,G) ^ Kt:{Xn,G) Xx,(Ar„,„_i,G) Ki.{Xn-l,G) XK,(Nr,-i,„-2,G) •■• 

K4Xi,G) K4Xo,G). 



En d'autres termes les homomorphismes de restriction K^:{X, G) K.^,{Xs, G) induisent 
un homomorphisme injectif K^:{X,G) Y\^K^,{Xs,G) et un élément (a„,...,oo) du produit 
K^{Xg,G) est dans l'image de Kt,{X, G) si et seulement si l'image inverse de Us G K^:{Xs,G) 
dans Kt,{Ns^s-i,G) coïncide avec SpJ^g(as_i) G Kt,{Ns,s-i,G) pour tout s G {l,...,n}. 

Explicitons les morphismes d'image inverse et de spécialisation. Notons d'abord que si X et y 
sont des G-variétés algébriques de type fini séparées sur k et que si le G-morphisme i -.Y ^ X 
est une immersion fermée de Y dans X et que le G-morphisme j : X\Y X est une immersion 
ouverte, on a alors une suite exacte de localisation ([Tho], Th 2.7), 

^ Kn{Y, G) Kn{X, G) Kn{X\Y, G) - 

Soit s un entier positif. Considérons l'immersion fermée Xs'- ^ X<s et Ng le fibré normal 

qui s'en déduit. Considérons, suivant [Fui], la déformation du fibré normal tt : Ms — » P^. Alors 
le morphisme tt est plat et G-équivariant et 

• tt-HA^) = X Al et, 

• 7r~i(oo) = Ns . 

Considérons la restriction 7r° de tt à l'ouvert M° = (Ms)<s. On a alors 

• (7rO)-i(Ai) =X<, X Al et, 
. (7r")-iM=iV° = (iVs)<. . 

On peut alors définir le morphisme de spécialisation par la composition de l'image inverse 
K^{X<„ G) ^ K^{X<,xA\G) = K4M°\N^, G) et du morphisme de localisation K4M°\N°, G) 
Kt{N^, G). On obtient alors le morphisme voulu en se restreignant à la strate fermée sur laque- 
lle les stabiHsateurs ont pour dimension exactement s — 1, le morphisme voulu est celui qui fait 
commuter le diagramme 

K4X,_uG) - ^K4Ns,s-i,G) 

image inverse localisation 

Y 

K,{X,_i X A\G) ^= K,{{M°),-i\N,,,-i,G). 

2.12.2 Calcul explicite de Ko(P^,T) et classes des fibrés de Rees 

Explicitons à l'aide de la section précédente Kq(P'^,T) où T est le groupe diagonal de 
dimension 2, Gm^ / A{Gm) , qui agit par translation sur X = donnée dans les sections précé- 
dentes. Donons tout d'abord la décomposition en strates du plan projectif pour cette action : 
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Le lieu où les stabilisateurs sont de dimension 2 est 

. = (1 : : 0) 11(0 : 1 : 0) U(0 : : 1) =: U ^1 U ^2- 
Le lieu où les stabilisateurs sont de dimension 2 est 

• Xi = {(0 : ui : «2)1^1 .«2 7^ 0} U{("o : : U2)|wo-'"2 7^ 0} U{(uo : Wi : 0)|uo.Wi 7^ 0} =: 

Cfml2 U Gm02 U GmOl • 

Le lieu où les stabilisateurs sont de dimension est 

• Xq = {{uo : ui : U2)\uo.ui.U2 7^ 0} =: Gm^- 

D'après le théorème on a ii'o(P^,T) ^ Kq{X2,T) x ^^^(jvs^i.t) Ko{Xi,T) XKo(iVi,o,T) 
iiro(Xo,T). Explicitons chacun des termes de ce produit fibré itéré. 

• Calcul de Kq{X2,T) : 

On a Kn{X2, T) = Kn{Ao, T) Ko{Ai,T) © ifo(-42, T). Chacun des termes du membre 
de droite se calcule de la même façon. Calculons Ko{Aq, T). 

Montrons que l'on a Ko{Ao,T) = Z[uo,Uq^ ,vo,Vq^]. Notons par Vi^ le fibré vectoriel 
en droite sur Aq muni de l'action linéaire suivant le premier facteur de T et triviale suivant 
le deuxième facteur puis symétriquement par Vi.o le fibré muni de l'action linéaire suivant le 
deuxième facteur de T et linéaire suivant le premier facteur. Pour tout entier m > on pose 
Vm,o = ^1^0" ; '^^ même pour tout entier n > 0, on pose Vo,ri = V^n- généralise aux entiers 
négatifs en posant si m < 0, Vm,o = V*^ O) ^i ?i < 0, Vq,™ = KT-n- Puis finalement pour tous 
entiers m, n Vm.n = Vm.o (8> Vo^„. On note toujours par [£] la classe d'un fibré £ dans le Kq. 
Considérons le morphisme 

jj, est clairement injectif. La surjectivité vient du fait que tout fibré vectoriel sur le point se 
décompose en somme directe sur de fibrés de rang aij sommes directes de Vij, i.e. £ = 
®ij ®r(i,j) OÙ r{i,j) est le rang du sous-fibré de £ sur lequel T agit par le caractère 
Ainsi 

• Calcul de Ka{Xi,T) : 

On a Ko{Xi,T) ^ Ko{Gmi2,G) ® Ko{Gm02,G) ® Ko{Gmoi,T). Chacun des termes du 
membre de droite se calcule de la même façon. Calculons i^o(Gmi2,T). 

Rappelons pour ce calcul le fait suivant (Morita) : soit H un sous-groupe de T qui agit 
sur X {X est une iî- variété) et soit X Xh G/H := {X x G/H)/H . Alors, on a l'isomorphisme 

KoiX,H) = KoiXxHG/H, G). 
En appliquant Morita à X = {*} et H = Gm (un des deux facteurs de G = Gm), il vient 
i^o(G„i2,T) = Ko{*,Gm) = Z[ui2,u^i]. D'où 

ii'o(Xi,T) = Z[ui2,u^i] © Z[uo2, «02^] e Z[uoi, W]- 

• Calcul de ii'o(^o,T) : 

Appliquons à nouveau Morita àX = *etH = e l'élément neutre de T. Il vient 

Ko{Xo,T) = Ko{*) = Z. 
Nous avons aussi à calculer ces anneaux pour les fibrés normaux. 

• Calcul de ii'o(Ar2,i, T) : 
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Rappelons que A^2 est le fibré normal sur X2 qui vient de l'immersion fermée X2 — > 
X<2 = P^- Il a trois composantes connexes A^2,i, correspondantes aux trois points. Il est donc 
ici isomorphe (comme T- variété), en chaque point constituant X^, au plan affine restriction 
du fibré tangent au plan projectif en chacun de ces trois points, l'action étant la même. Ainsi, 
pour la restriction du normal à Aq par exemple, le lieu où la dimension des stabilisateurs est 1 
est le produit de droites multiplicatives noté 0^0,01 ^ ^mo,02- On a donc 

.^2,1 = G1-toO,01 ^ Gto0,02 Gto1,01 ^ Gto0,12 JJ ^m2fi2 ^ ^1^2, 12- 

Dont le Kq se déduit des calculs précédents. 

N\ est le fibré normal sur Xi qui vient de l'immersion fermée X\ — > X<i = P^\{^0! ^i, ^2}- 
Il a trois composantes connexes Ni^i où i G {0,1,2}, correpondantes aux trois droites multi- 
plicatives. Comme chacune des composantes connexes de Xi est dans un ouvert affine du plan 
projectif, le fibré normal à chacune des composantes Gmoi, Gm02 et Gmi2 est Gmoi x A^, 
resp. Gm02 ^ puis 0^12 x A^. L'action se déduisant de celle sur les ouverts affines, il vient, 
pour A^i^o 

A''i,o = Gmoi X G^ Gm02 X G^ Y\_ Gml2 X G^. 

Dont le Ko se déduit par les calculs précédents. 

Proposition 25. Soit {V, Fq , F' , F') un objet deC^futr, alors la classe de S,p2(y, Fq , F* , F*) 
dans Ko(P'^,T) est donnée par 

[^p2(T/,f •,f;,f;)]k„(p2,t) = {{Pao,Pa,,Pa,), (Pg„i.,Pg„o2,^'g„oJ,^g^), 

où, 

• Pao = Ep,,dim,Gr^.G4.F <z;«, 

• Pai = Ep.gdimfeGrP.Gr^.F u^vf, 

• = Ep,,dimfeGr^.Gr^.y u^v^, 

• Pg„,i2 = ÉpdimfeGr|,.y u{^, 

• PGm.02 = EpdimfeGr^.y u^^, 

• -Pg^oi = EpdimfeG^.y ugi, 

• = dim^y. 
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Dictionnaire : Espaces vectoriels trifiltrês-Fibrês êquivariants. 



Catégorie d'espaces multifiltrés 


Catégorie de fibrés êquivariants 
sur 


Csfiltr 




^3filtr,scind 


nbscind(PVT) 


^3filtr,opp 


^^^'Pl-semistaUe,n=0 (P^/T) 


^Sfiltr,opp,'R 


J^ibp^-semistable,iJ,=0 (P^/T"^) 
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3 Construction relative 



3.1 Faisceau de Rees relatif 

Dans cette section, nous voulons étendre les constructions précédentes à des "familles 
d'espaces vectoriels filtrés" paramétrées par une variété algébrique, nous et ainsi décrire une 
construction relative du fibré de Rees sur le plan projectif de la partie 1. 

En guise d'introduction, pour présenter l'idée de la construction, donnons la construction rela- 
tive du fibré de Rees sur la droite affine associée à un fibré vectoriel filtré. 

Par variété algébrique on entendra schéma lisse de type fini sur un corps algébriquement clos 
de caractéristique nulle k. 

3.1.1 Idée de la construction 

Soit S une variété algébrique et V un fibré vectoriel sur S. Supposons que V soit muni 

d'une filtration décroissante et exhaustive par des sous-fibrés vectoriels stricts . Exhaustive 

signifie qu'il existe deux entiers m et n tels que .F™ = V et J^" = S. Le fait que les sous-fibrés 

soient stricts signifie que pour tout p, J-'^ est un sous-fibré vectoriel de V (le faisceau de Os- 

module localement libre associé à est plus qu'un sous-faisceau du faisceau localement libre 

associé à V). En chaque point s & S, la fibre de V est filtrée par des sous-espaces vectoriels 
■pp 

On obtient donc en chaque point s S 5 un espace vectoriel filtré par une filtration 
exhaustive et décroissante {VsjJ^')- On peut faire la construction du fibré de Rees sur la droite 
affine pour cette donnée Cai (Vg, J-"*). On veut construire un fibré vectoriel Ç(V, J-"*) sur S x 
tel que pour tout s €: S : 

Rappelons qu'un fibré vectoriel de rang n sur S est la donnée d'un schéma V et d'un morphisme 
de schémas tt : V ^ S ainsi que d'un recouvrement de S par des ouverts Si,i E I de S et des 
isomorphismes '^i : iT~^{Si) Ag^, tels que pour tout i,j G I et pour tout ouvert affine 
V = Spec^ C S'i n Sj, l'automorphisme ^ = ^ij o ifr^ de Ay — Spec^[a;i, ...,a;„] soit donné 
par un automorphisme hnéaire 6 de A[xi, ...,Xn] i-e. tel que l'on ait 0{a) = a pour a G A 
et 0{xi) = J2i,j ^ij^j où les a^- sont des éléments de A. La matrice donnée par les est 
inversible. 

Dans ce cadre la donnée d'un fibré vectoriel filtré sur S par une suite décroissante ex- 
haustive de sous-fibrés vectoriels stricts se traduit par le fait que pour tout i,j et pour tout 
ouvert affine V comme décrit précédement, la matrice représentant 0, automorphisme linéaire 
de A[xi, ...,x„], peut être choisie dans une base adaptée triangulaire supérieure par blocs. No- 
tons fP = àimkJ-^P — àimkS, le rang du fibré 7r|^p : J^^ S. Supposons de plus que = V et 
que J-~^ 2 .F"*"*"^ = S. Alors on peut écrire 

= Spec^[a;i, ...,Xfm_i,xfm,Xfm^i, , , ...{...)...,Xfo]. 

et la matrice qui représente le changement de carte sur l'ouvert affine V C Sifl Sj pour le fibré 
vectoriel V = dans la base des Xi, i G [1, /°], 0, est de la forme 





dm * 






9m-l ■ 


* 


l 





. ^0 / 



69 



les éléments diagonaux 6i sont des matrices inversibles de tailles (/' — P~^^)-{P — /*~'~^), à 
coefficients dans A, la matrice est de taille /"•/". 

Ainsi la matrice qui représente l'automorphisme de changement de carte sur l'ouvert affine 
y C 5j n Sj pour le fibré vectoriel dans la base des Xi, i Ç [1, f], se déduit par troncature 
de la matrice qui représente 6 



1 6m * 




Om-l . 


* 


\ . 





c'est une matrice p.p. 

Chacun des ouverts Si dans les données définissant le fibré peut être recouvert par des 
ouverts affines. On peut donc supposer que les ouverts Si = Spec^i sont affines. Nous allons 
tout d'abord faire la construction relative du fibré de Rees associé à un espace vectoriel filtré 
sur les ouverts affines Si pour obtenir des fibrés vectoriels sur les Si x A^, Çj(V,J-"'). Nous 
recollerons ensuite ces fibrés pour obtenir le fibré voulu sur S x A^, que nous noterons ^(V,^*). 

L'anneau Ai[xii, .... .x^/™ , x^/^+i, ...,Xif^-i_i, ,Xif^-i, , Xif ^-i+i, ...{...)...,Xifo] 

issu de la description précédente du fibré vectoriel sur la carte affine Si sera noté où 
k G [1,/°] ; on note aussi A^ = Specfc[M]. Considérons le Ai[u][xife]-module Bi tel que 

Bi =< U~P.Xik\ k < fP >Ailu]lxik] ■ 

Définissons le fibré vectoriel (,i{V,J^') sur Si x A^ par 

Ù{V,J^') = SpecBi. 

Le morphisme d'inclusion 7r| : Ai[u] Bi donne ni : ^i{V,J^*) — > 5 x A^ (on notera toujours 
/' : A — > S le morphisme d'anneaux associé au morphisme de schémas / : SpecB — > SpecA). 
De plus on a un isomorphisme de Aj[u]-modules (fil entre Bi et Ai[u][a;ifc] défini par 

ifl : Bi Ai[u][xik], (flixik) = vF.Xik, pour k G [fP+'^ + l,f^], 

d'où l'isomorphisme explicite sur Si x A^ 

ip^ : SpecA,[u][x,u^^OiV,T'). 

Comme nous avons pris un recouvrement de définition du fibré par des affines, les ouverts SiCiSj 
sont affines, Si fl Sj — Spec^ij : nous dénoterons l'automorphisme Ai j [u] -linéaire de Ay [t(][a:fc] 
où k G [1, f^] par 6^^. Le morphisme de schéma 6ij qui s'ne déduit n'est autre que le morphisme 
de changement de cartes 5* = o "ifT^ pour l'image inverse sur S x A^ du fibré V sur S par 
la projection sur le premier facteur. 

Les morphismes d'anneaux (pj, ip\ et % permettent donc de définir des isomorphismes 
d'anneaux : 

4 : {^^j)-\Aij[u][xk]) AiMW] AiMW] ^ {^^^)-\Aij[u][xk]) , 

où r on omet d'écrire les morphismes de projection de Ai ou Aj vers Aij. On en déduit les 
isomorphismes 

V>ij ■ ^ISiHSj = CilSiHSj, pour tOUt 

Rappelons que 

Fait :([H], exercice 1.22, p.69) 
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Soit S un espace topologique et {«Sjjig/ un recouvrement de S par des ouverts. Supposons que 
pour tout z S / on ait un faisceau Ci et pour tout couple i,j un isomorphisme tpij : CilsinSj — 
CilSiiiSj tel que : (1) pour tout i, (pu = id ,et (2) pour tout i,j,k, (pik = (pjk°^ij sur SiOSjDSk. 
Alors il existe un unique faisceau ^ sur S et des isomorphismes : Cl Si — Ci tels que pour 
tous = ipij o sur Si n Sj. C est le faisceau obtenu en collant les faisceaux Ci par les 

isomorphismes tp^j. 

Ce fait énoncé dans la catégorie des faisceaux reste vrai dans la catégorie des faisceaux 
cohérents et dans la catégorie des fibrés vectoriels sur une variété algébrique. 

Appliquons ceci aux données ({S'i}ig/, {Ci}ie/7 {Vij}i,jei) de notre construction. La con- 
dition (1) est évidement vérifiée. Pour vérifier la condition (2), il suffit de voir pour tout i,j,k 
que ifl^. = (filj o (p^jf, . Ce qui se ramène à 

o o ^\ = o B\. o o ii^l)-^ o 0^ o ^l), 

qui est équivalent à 

ce qui est vrai puisque V est un fibré. D'où le fibré n : £, ^ S x . 
Le fibré vectoriel ainsi obtenu a bien les propriétés voulues. 

Proposition 26. Soit V ^ S un fibré vectoriel sur un schéma S muni d'une filtration exhaus- 
tive T* par des sous-fibrés vectoriels stricts, alors le fibré de Rees ^{V,J^*) ^ S x de la 
construction précédente vérifie 

• Pour tout u G Al, uj^O, C(V,^*)|sxM = V, 
•aV,J")\sx{o}=Gr^.V, 

• Pour tout s es, C(V,^*)|{4xAi = Ca^ (V., .FJ). 
Grj^V est le fibré ®pJ^P-'^ /J^p. 

Nous démontrerons ces propriétés plus bas, sous certaines hypothèses restreintes, dans le cadre 
plus général d'un fibré muni de trois filtrations par des sous-fibrés stricts. 

3.1.2 Construction de Rees associée à un fibré muni de trois filtrations 

Cette partie donne la version relative de la construction du fibré de Rees sur P^ asso- 
ciée à un espace vectoriel muni de trois filtrations. Supposons que l'on ait, dans un sens que 
l'on précisera, une famille d'espaces vectoriels trifiltrés {Vs,J~'*s,^*s,^*s) paramétrée par un 
schéma S. En chaque point do S on peut effectuer la construction du fibré de Rees sur le plan 
pro^ectiî ^p2{Vs,J-'s,J^'s,J^2s) P^- Nous allons construire un faisceau cohérent ^ ^ S xP^ 
tel que pour tout point s e S on ait l'isomorphisme de fibré vectoriels 

Cl{s}xp2 — Cp2(Vs,^ôs,•F^s)•F2s)• 
Considérons un fibré vectoriel V sur un schéma 5* équipé de trois filtrations exhaustives 
et décroissantes par des sous-fibrés stricts, T*, T* et T*. Rappelons que dans partie 1 pour 
construire un fibré sur P^ associé à un espace vectoriel trifiltré {V, F* , F' , F' ) nous construisions 
tout d'abord les fibré de Rees associés aux couples de filtrations sur les ouverts affines standards 
du plan projectif pour ensuite recoller ces construtions. Les cartes affines standards étaient et 
seront notées Uq, Ui et U2. Les fibrés sur les cartes affines étaient noté C(7i (^î -F/j -ffe ) pour 
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{i,j,k} = {0,1,2}. Nous allons ici suivre la même démarche et donc construire des faisceaux 
cohérents Cii"^,^*,^*) sur chacun des produits S x Ui. Nous recollerons ensuite les trois fibrés 
pour obtenir le fibré de Rees sur S x P'^, Ç(V, J-"* , J-"* , J-"* ). Explicitions la construction pour 
deux filtrations. 

Construction de ^{V,J^*,g') S X A'^ 

Soit V ^ 5 un fibré vectoriel muni de deux filtrations exhaustives et décroissantes J^* et Q* 
par des sous-fibrés stricts. 

Etudions tout d'abord les propriétés des intersections des sous-fibrés stricts donnés par 
les filtrations. Pour tous (p, g), on définit le faisceau cohérent J^^nQ'' comme étant le noyau du 
morphisme canonique de fibrés vectoriels vus comme des faisceaux localement libres 

J^Png" :=Ker(jrî'-. V/g'?). 

J^P n est ainsi un sous-fibré de J-'^ et de Q'^. Par l'inclusion de J-"^ dans on voit que 

J^P~^ n Q'^ est un sous-faisceau cohérent de J^p fl G'^- D'où la suite exacte 

^ jTp-i n ^ n ^ Gr^v ng^^o, 

qui définit le faisceau Gr^rV fl Q'^ . C'est un faisceau cohérent comme conoyau d'un morphisme 
de faisceaux cohérents. On prenda garde au fait que Gr^rV n Q'' n'est pas un sous-faisceau de 
5' contrairement à ce que suggère cette notation pratique. 

De telles considérations suivant les deux indices mènent au diagramme commutatif de 
faisceaux cohérents sur S dont les lignes et les colonnes sont exactes 



j j I 

^ j^p n gi ^ ^p-i n gi ^ Gr^v n g'' ^ 

\ \ i 
^ n g''-^ ^ jpp-^ n e^-^ ^ Gr^v n é»'"^ — ^ o 

Y Y y 

^ J='P n Gr^V ^ JTP-i n GrlV ^ Gr^j^GrlV ^ Q 

Y Y Y 


Ce diagramme permet de définir le faisceau cohérent Gry^GvgV. 

Dans un premier temps nous allons ajouter une hypothèse sur ces filtrations : nous 
supposerons 

(H) pour tous {p,q), les faisceaux cohérents J^p H g'' sont des sous-fibrés stricts de V. 

Cela signifie que l'une des filtrations induit une filtration par des sous-espaces vectoriels stricts 
sur chacune des composantes du fibré vectoriel gradué associé à l'autre filtration et réciproque- 
ment. 

• Construction de ^(V,^*,^*) ^ 5 x sous l'hypothèse (H) : 
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La construction se calque sur celle qui est faite dans l'introduction de cette partie pour un fibré 
vectoriel muni d'une seule filtration. Pour être cohérent avec les notations de cette introduc- 
tion, on en gardera les notations pour tout ce qui concerne la filtration et on mettra des ' 
pour tout ce qui concerne la filtration Q* . On supposera toujours que le recouvrement d'ouverts 
S — Uig/ Si qui permet de définir le fibré V — > S est formé d'affinés i.e. que pour tout i G I, 
Si = Spec^i. 

Notons f = dimkJ^P — dim^S', le rang du fibré 7r|:Fp : J^^ ^ S. Supposons de plus 
que ^ = V et que J-"^ 2 J^'^^ = S. On note aussi = dim^^^' — dim/j5, le rang du fibré 
7r|gp : ^ S et on suppose de plus que = V et que ^" 2 G"'~^^ = S. On écrit aussi 
gP'i = dim^Gr^V ngi - diiUkS. 

Pour tous G / et tout ouvert affine V = Spec^ C S'i n Sj (en particulier pour 

Uij = Uif] Uj = Spec^ij) les automorphismes = o de Ay sont j4-linéaires et com- 
patibles aux filtrations puisque les sous-fibrés vectoriels qu'elles définissent sont stricts et ont 
pour changement de cartes des restrictions de ces automorphismes. On peut donc écrire Ay 
comme le spectre d'un anneau de polynômes qui fasse "apparaître" l'une et l'autre des filtra- 
tions. L'hypothèse (H) nous permet de procéder de la même façon pour deux filtrations. Dans 
la matrice associée à l'automorphisme '5 dans l'introduction chaque bloc matrice inversible 9p 
où p G [1, /°] devient elle-même une matrice diagonale par blocs dont la diagonale est composée 
de n + 1 blocs inversibles de la forme précédente. 

On peut donc écrire que 9 (sur Sij) est un automorphisme >lij-hnéaire de A.ij[xki^] où k G [1, /°] 
et, comme il existe p tel que k € [fP+^ + 1,/^] et h € [gP''',gP'°]. 

Définition 32. Le module de Rees associé à la trivialisation sur Si = SpecAj du fibré V 
muni de deux filtrations vérifiant {H) est le Ai [u, v] -module 

Bi :=< u-Pv-^Xki,\k < r, h < 5^'' >A,[uM ■ 

Le fibré de Rees £,i{V,J^*,Q*) sur Si x est le fibré associé au Ai[u,v]-module de Rees 

Ù{V,^',G') ■.= SpecBi, 

où le morphisme ^i{V,J^*,Q*) — > x est donné par le morphisme injectif d'anneaux nf : 
Bi. 

On a un isomorphisme de t;]-modules ifl entre Bi et i'][a;ifc] défini par 

ipl : Bi ^ Ai[u,v][xik], vkxik) = u^V^Xki,, pour k e + 1, F], h e + 

d'où l'isomorphisme explicite sur Si x A^ 

(fii : Si>ecAi[u,v][xkik] £,i{V ,T' ,Ç'). 

Comme nous avons pris un recouvrement de définition du fibré par des affines, les ouverts SiDSj 
sont affines, SiOSj = SpecAij : nous dénoterons l'automorphisme -linéaire de Aij [u, v][xk] 
où k G [1, f^] par 6ij. Le morphisme de schéma 9ij qui s'ne déduit n'est autre que le morphisme 
de changement de cartes ^> = '^j o pour l'image inverse sur Si x A^ du fibré V sur Si par 
la projection sur le premier facteur. 

Les morphismes d'anneaux ip^, Lp\ et 9ij permettent donc de définir des isomorphismes 
d'anneaux : 

^% : {^\)-\Ai^ [«, v\ {Xk\) Ai^ [u, v] [Xk] [u, v] [xk] ^ {^r^Aj [u, v] [xk]) , 
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où r on omet d'écrire les morphismes de projection de Ai ou Aj vers Aij. On en déduit les 
isomorphismes 

iPij ■ ùiV,^',G*)\sinSj = ùiV,^',G*)\sinSj, pour tousi, j. 

et donc, à l'aide de la discussion faite dans l'introduction, par recollement, d'un fibré ^{V,J^*,G*) 
sur S X A^. 

• Construction de Ç(V, J^*, Ç*) ^ S x dans le cas général : 

Chaque faisceau ^F^ (1 G'^ est cohérent sur S, en particulier sur chacun des ouverts affines 
Si = SpecAi, on a ^PnÇJ'' = où Mi^pq est un ^i-module Animent engendré. Comme pour 

tout {p, q) on a des morphismes injectifs de faisceaux cohérents ^F^OG'' Tp~^\~\G'^ et F^DQ'^ 
J^P n Q'i~^ (qui commutent sur les carrés d'indices), on déduit du fait que le foncteur covariant 
M Af~ établisse une équivalence de catégories entre la catégorie des ^-modules finimont 
engendrés (où A est nœtherien) et la catégorie des OspecA-modules cohérents un diagramme 
commutatif de morphismes de Aj-modules dans le quel chaque flèche est l'injection du sous- 
module source dans le module but 




où fc G [1, rang(V)]. On a Mi^rn-in n Mj,„„_i = Mj,^^. 

Ceci décrit pour tous {p, q) Mi^pg comme un sous-Aj-module du module libre Mj_oo, noté 
Mi. Définissons alors le î;]-module de Rees associé à la restriction du fibré bifiltré sur 

Specj4, 

Bi = J2 u-Pv-''Mi,pg. 
On étend la définition précédente dans ce cadre 

Définition 33. Le Ai[u,v]-module Bi est le module de Rees associé à la restriction deV à Si. 

Le faisceau cohérent £,i{V,F* ,G*) := sur Si x A^ qui s'en déduit est le faisceau de 
Rees associé à la restriction de V à Si. 



Les restrictions de ^i{V,J^*,G*) et ^j{V,J^*,G') à (Si d Sj) x A^ sont isomorphes. On 

peut donc recoller les faisceaux cohérents sur les ouverts {Si r\ Sj) x A^ qui recouvrent S x A"^, 
d'où un faisceau cohérent sur S x A^. Le faisceau de Os xa^ -modules £,{V,!F' ,G') ^ S x A"^ 
ainsi obtenu est le faisceau cohérent de Rees associé au fibré vectoriel muni de deux filtrations 
exhaustives par des sous-fibrés stricts. 

Remarque : Les deux constructions précédentes coïncident lorsque les données de départ 
satisfont l'hypothèse (H). Nous avons cependant distingué les deux cas pour mettre en valeur 
le fait que la construction sous cette hypothèse mène à un fibré vectoriel, alors que sans (H) on 
obtient un faisceau cohérent (qui est en fait réfiexif comme nous le verrons plus bas) . 
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Cette distinction est aussi préparatoire aux applications à la théorie de Hodge de cette 
construction dans la partie 3. En effet, supposons que les filtrations proviennent d'une variation 
de structures de Hodge mixtes. Alors la filtration de Hodge et la filtration par le poids qui 
filtrent le fibré vectoriel associé à la variation vérifient l'hypothèse (H) alors que ce n'est pas le 
cas pour la filtration par le poids et sa conjuguée (on précisera plus loin comment la filtration 
conjuguée par rapport à une structure réelle se retrouve à partir d'une filtration par des sous- 
fibrés vectoriels stricts algébriques). Ainsi, (H) est satisfaite pour la construction sur les cartes 
S X concernant la filtration par le poids et l'une des deux autres filtrations mais pas vérifiée 
en général sur la carte concernant la filtration par le poids et sa conjuguée. 

(H) "mauvaise hypothèse" 

En fait, pour poursuivre la remarque ci-dessus, l'hypothèse (H) est illusoire en général. Le travail 
de la recherche d'invariants associés aux espaces vectoriels trifiltrés a pour but de mesurer à 
quel point elle n'est pas vérifiée ou d'étudier les incidences des strates sur lesquelles elle est 
vérifiée. (H) est une bonne hypothèse par strates. 



Construction de ^(V, J^q*' -^i > -^2 ) ^ S* x 

Considérons un fibré vectoriel V sur une variété algébrique S muni des trois filtrations 
décroissantes et exhaustives par des sous-fibrés stricts {J^* , !F* , !F') . Nous venons de voir com- 
ment construire des faisceaux de Rees associés à deux filtrations par des sous-fibrés stricts sur 
le produit de S par le plan affine. Notons ^j{V,T*,T*) le fibre sur S x Uj obtenu par cette 
construction pour {j, k, 1} = {0, 1, 2} et par (V, J^*,J^*) sa restriction à l'ouvert affine Si, où 
i&I. 

Proposition 27. On peut recoller les faisceaux cohérents de Rees (,j{V,J^',J^') sur S x Uj où 

j E {0,1,2} pour obtenir le faisceau cohérent de Rees associé au fibré vectoriel muni de trois 
filtrations exhaustives et décroissantes par des sous-fibrés stricts {V , J^* , J^* , J^*) , que l'on note 

C(v,:^oV-^i.^2)^^xp2. 

Preuve: De la proposition 31 p. 79, on trouve pour tout (j, j') G {0, 1, 2} tels que j ^ j' , avec n 
l'entier tel que ,n} = {0, 1,2}, un isomorphisme 

^jf = ° *i ■■ Çj-(V,^:,^r)|sx(c/,n[/,,) =*, i{V,K.TriV)\sMU,nu^,) 

— *-! 0' ("1^1 -^fe I -^D I S X (Uj ne/,., ) • 

r 

Pour définir les ipjj on prend les isomorphismes identités. Pour {j, j', j"} = {0, 1, 2}, la relation 
'■Pn" — fj'j" ° fjj' bien vérifiée sur S x {Uj fl Uj' fl Uj") = S x (C/q H i7i fl 6^2) ■ Toutes les 
hypothèses pour recoller de façon unique les faisceaux de Rees relatifs sur les affines sont donc 
réunies. On en déduit le faisceau de Rees ^{V , J^q , J^* , J^') S x P^. 

□ 

Proposition 28. Le faisceau cohérent de Rees ^{V T' , T* , T') sur S x P'^ à partir du fibré 
vectoriel V sur S muni de trois filtrations exhaustives et décroissantes par des sous-fibrés stricts 
est réflexif. 

Preuve: D'après la proposition 31 il suffit de regarder en l'origine des Uj i.e. aux trois points 
5 X {(1 : : 0)}, S" x {(0 : 1 : 0)} et 5 x {(0 : : 1)}. En effet, sur les 5 x le faisceau est 
localement libre ainsi que sur S x Gm xA^ et Sx A^ x Gm ■ Nous allons utiliser la caractérisation 
des faisceaux réfiexifs donnée dans la proposition 9 de la partie 1 : un faisceau cohérent ^ sur 
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s est réflexif s'il est sans torsion et pour tout s €: S depht^g > 2. La preuve copie celle de la 
proposition 9 pour les faisceaux de Rees sur les espaces afRnes. L'acception est locale, plaçons- 
nous sur les ouverts afRnes Si x Uj de la construction de £,{V , !Fq , !F' , !F') qui recouvrent S xP'^ 
(ie/et je {0,1,2}). 

Etudions la torsion. Pour tout i, Si = SpecAj et le module Mi est un ^i-modulo libre. 
Les modules de Rees Bi sont des f]-modules sans torsion et donc C{V , J^* , J^* , J^*) sans 
torsion. 

Etudions la profondeur. Pour tout i, Bi est un sous-Ai[u, wj-module du î;]-module 
libre Mi[u,u~^ ,v,v~^]. Considérons l'idéal maximal m = Ai{u,v) de On veut montrer 

que Bi est égal à son saturé Bf"*. Soit x G C Mi[u,u~^ ,v,v~^]. Alors x s'écrit x = 

"^(^p q^u~Pv~'^mi^pq. Le fait que u.x G Bi montre que pour pour tous {p,q), rrii^pq G Mi^p-iq. 
De même v.x G Bi montre que pour pour tous {p,q), rrii^pq G Mi^pq-i. Ainsi pour tous (p, g), 
TOî,pq € Mi^pq ce qui prouve que x e Bi. Donc Bi = Bf"*. Par le lemme 15 p. 30, on en déduit 
que depht^Bj > 2. Ce qui permet de conclure. 

□ 

3.1.3 Action du tore sur le faisceau de Rees 

Soit, comme dans le dictionnaire de la partie 1, T = G^/A(G^). Considérons l'action 
par translation de T sur : 

cr : T X P2 ^ P2. 

Soit S une variété algébrique, on considère l'action de T sur «S x P^ triviale dans la 
direction de S et induite par a dans la direction de P^ ; on la note aussi a. Elle est donnée 
explicitement par 

(7:TxS'xP2^5'xP2 
{g,s,x) 1-^ {s,a{g,x)) 
Les faisceaux cohérents de Rees sont munis de l'une action de G. En effet 
Proposition 29. Le faisceau de Rees Ç(V,.Fq, J-"*, JF*) sur 5 x P^ associé à un fibré vectoriel 
muni de trois filtrations par des sous-fibrés stricts (V , J^* , J^* , J^*) équivariant pour 

l'action de T sur S x donnée par a. 

Preuve: Notons P2 le morphisme de projection de T x 5 x P^ sur 5 x P^. Pour montrer 
que S,{V , , , J^') T-équivariant pour a, il faut montrer que l'on a un isomorphisme de 
faisceaux cohérents sur T x S* x P^, * : a*S.{V,T^,T^,T^) = plÇ,{V , . Tl , T^) . L'action de 
T sur le plan projectif préserve chacun des ouverts standards le recouvrant, donc l'action sur 
le produit conserve chaque Si x Uj où i Ç I et j G {0,1,2}. On peut donc se restreindre à 
ces ouverts pour montrer l'isomorphisme. Les morphismes a et P2 sont donnés sur les ouverts 
afHnes T x x Uj par les morphismes d'anneaux 

a' : Ai[u,v] Ai[u,v] (g) k[x,x-^ ,y,y~^] 

J2p,q ai,pqUPv'i ^ J2p,q ai^pqU^v'i (g) X^y'^ 

et, 

p\ : Ai[u,v\ Ai[u,v\ (g) k[x,x-'^,y,y-'^] 

T,p,q ai,pqUPv1 ^ J2p,q 0'i,pqUPv'' (g) 1 

OÙ T = Specfc[a;, x~^,y, y~^]. 

L'isomorphisme entre 
ct*Ç(V,7'*>-^Î.-^2)|tx5.xc/, = {Bi'^Ai[u,v],at Ai[u, v] k[x, x''^ , y, y''^])^ 
et. 
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P2^{V,J^Ô'J^Ù^')\TxSixUj = (^i ®Ai[«,«],p» ^4".^] fc[a;,a; ^,y,y ^])'^ vient de l'isomor- 

phisme de Ai[u,v][x,x~^,y,y~^] donné parer* entre Bi ®Ai[u,v],(T> ^i[u,v] k[x, x^^ ,y,y~^] et 
Bi (Si^.j^ pi Ai[u, v] k[x, xr^.y, y^^] et de l'équivalence de catégories donnée par le foncteur 
qui à un isomorphisme de modules associe un isomorphisme de faisceaux cohérents. 

□ 

3.1.4 Morphismes stricts de fibrês filtrés, morpiiismes de faisceaux de Rees 

Soient {V , J^*) ^ S et (V",JF'*) S deux fibrés vectoriels sur une variété algébrique S, 
filtrés par des sous-fibrés vectoriels stricts, et / : V — > V" un morphisme de fibrés vectoriels. 

Définition 34. On dit que f : {V,J^*) —^ {V',J^'*) est un morphisme de fibrés vectoriels filtrés 
si pour tout p 

f{J^) C JT'f, 

i.e. fÇF^) est un sous faisceau de T'^ . 

Lorsque / est un morphisme entre fibrés vectoriels munis de n filtrations ordonnées, on dit que 
c'est un morphisme d'espaces vectoriels filtrés si c'est un morphisme d'espaces vectoriels filtrés 
pour les fibrés vectoriels munis d'une seule filtration correspondant à chacun des n indices. 

Remarquons qu'alors pour tout s €: S, fsi^f) C .F^^ i.e. que fs est un morphisme 
d'espaces vectoriels filtrés. 

Par analogie avec la notion de morphisme d'espaces vectoriels filtrés strictement compat- 
ibles, introduisons la notion de morphisme de fibrés vectoriels filtrés strictement compatibles. 

Définition 35. Le morphisme de fibrés vectoriels filtrés sur S, f : (V, JF*) (V',JF'*) est dit 

strictement compatible aux filtrations si, pour tout p 

fiTP) = Imi,f)nT'f. 

La définition s'étend aux morphismes de fibrés vectoriels munis de plusieurs filtrations. 

Si / est un morphisme de fibrés vectoriels filtrés sur S strictement compatible aux filtra- 
tions, on vérifie que l'on a bien, pour tout s € S, 

et donc qu'un morphisme de fibrés vectoriels strictement compatible aux filtrations par des 
sous-fibrés vectoriels induit bien sur les fibres un morphisme d'espaces vectoriels strictement 
compatible aux filtrations. 

Donnons-nous un morphisme strictement compatible de fibrés vectoriels bifiltrés sur une 
variété S, f : {V, T* , Q*) (V", T", G") où V est de rang n et V' de rang n' . Recouvrons S par 
des ouverts affines triviafisant les deux fibrés Si = Speoli oui G I. C'est toujours possible quitte 
à prendre les intersections deux à deux des ouverts triviafisant respectivement l'un et l'autre 
des fibrés. La construction du faisceau de Rees sur chacun des ouverts Si x pour chacun 
des fibrés donne pour tout i, les fibrés C,{V,T*,g*) Si x et CziV ,g") 5, x A^. 
Nous allons associer à / un morphisme entre les faisceaux de Rees. Exhibons ce morphisme 
localement sur les 5j x A^. Nous gardons ici les notations pour les fibrés vectoriels donnée en 
début de partie, on ajoute des ' pour tout ce qui concerne V". Le morphisme de fibrés vectoriels 
/ est décrit par des morphismes de schémas fi : Ag. ^ A^. dont les morphismes d'anneaux 
associés ff : Ai[xi, ...,Xn'] Ai[xi, Xn] sont Aj-linéaires. Ces morphismes s'expriment en 
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fonction des trivialisations et de / par le diagramme qui commutatif 

f fi 

La stricte compatibilité du morphisme de fibrés bifiltrés signifie que pour tout i G I et tout 

{p, q), 

Le morphisme entre modules de Rees relatifs 

est donc bien défini. D'où le morphisme associé à f[ par la construction (on garde la même 
notation), 

Proposition 30. (i) Les f[ sont des morphismes de faisceaux cohérents G^-équivariants pour 
l'action de sur Si x triviale dans la direction de Si et par translation dans la direction 
du plan affine. 

(ii) Les fl se recollent pour former un morphisme G^-équivariant entre les G^-faisceaux de 

Rees r : ^{v,j^',g*) ^ iiv',r',g"). 

(in) Le conoyau du morphisme est un faisceau cohérent sans torsion. 

Preuve: (i) Il suffit de voir que l'action (la coaction) est compatible avec le morphisme entre 
modules de Rees relatifs, i.e. que les diagrammes suivants commutent 

pi ' 

Bi ^ Bi k[u,u~^, V, v~^] Bi s- Bi (g) k[u, u~^,v,v~^] , 



f! 



pi 



B[ B[ O k[u, u-^, V, v-i] B'i -^-^ B[ O k[u, î;, î;"!] 



ce qui est bien le cas par la stricte compatibilité des fl . 

{ii) On vérifie que pour tout i,j G I, les restrictions à (SidSj) x A^, les f[, fj commutent aux 
isomorphismes de changement de cartes des deux fibrés cpij et (p[j , ce qui permet de recoller les 
morphismes pour obtenir un morphisme /'' sur le faisceau de Rees obtenu dans la proposition 
1 en collant les descriptions locales. L'action étant triviale dans la direction de Si sur tous les 
S'i X A^, on peut recoller. 

{m) La question est locale. Plaçons-nous sur les Si x A^. Il suffit de montrer que le conoyau 
du morphisme de ti]-modules Bi B[ est sans torsion. 

□ 

On en déduit pour la construction du faisceau de Rees relatif sur le plan projectif : 

Corollaire 12. Soit sur une variété S un morphisme de fibrés vectoriels filtrés par des sous- 
fibrés stricts strictement compatibles aux filtrations f : {V , T* , T*) (V',JFq*, .?"(*, .F2*). 
Alors le morphisme de faisceaux de Rees T-équivariants sur S xP^ qui s'en déduit 

est un morphisme T-équivariant pour l'action a. De plus, le conoyau de /'" est un faisceau sans 
torsion. 
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3.2 Dictionnaire sous l'hypothèse (H) 

ATTENTION : dans toute cette section les filtrations par des fibrés vectoriels 
doivent vérifier l'hypothèse (H). 

3.2.1 Propriétés de i{V,T',g') ^ S* x 

Etudions les propriétés du faisceau cohérent de Rees associé à un fibré vectoriel filtré par 
des sous-fibrés vectoriels stricts. 

Lemme 32. Soit A un anneau, un idéal de A et B un A-module. Alors l'application A/ a x 
B ^ B/a induite par Va € A, b G B, {a,b) i— > a.bmodaB est bilinéaire et induit un isomor- 
phisme 

A/a^B^ B/aB. 

Preuve: Remarquons d'abord que l'application A/ a x B ^ B/a est bilinéaire. D'où le mor- 
phisme A/a'E) B B/a. La surjectivité est évidente. On construit un morphisme inverse avec 
la flèche B — > A/a B qui à b associe 1 (S) 6 dont le noyau est aB. 

□ 

Proposition 31. Le faisceau de Rees ^(V, J^*, G*) sur S x A^ obtenu à partir du fibré vectoriel 
V sur S filtré par des sous-fibrés vérifie les propriétés 

{i) Pour tout s G S, S,(y,J^*,Q*)\^s}xA^ — Ca^Ç^si^* i^s) ™ isomorphisme de fa- 
siceaux localement libres sur A^ . 

(m) Pour tout {uo,Vo) e A^ tels que uq.vq ^ 0, (,{V,J^* ,G*)\sx(uo,vo) — ^ isomor- 
phisme de fibrés vectoriels sur S. 

{iii) Pour tout uo € A^, £,{V,J^* ,G*)\sx{uo}xA'^ — C{GrgV,J^*) est un isomorphisme de 
faisceaux cohérents sur S x A-^ (resp. un isomorphisme de fibrés vectoriels sur S x A^ si les 
filtrations vérifient (H.)). 

(iv) Pour tout Vf) G A"'^, ^(y,T*,G*)\sxA'-x{va} — îi^ry^V .,G*) est un isomorphisme de 
faisceaux cohérents sur S x A^ (resp. un isomorphisme de fibrés vectoriels sur S x A^ si les 
filtrations vérifient (H)/ 

(v) Pour tout Uo S A""^, ^{V,J^*,G')\sx(uo,o) — ^{GrçV) est un isomorphisme de fais- 
ceaux cohérents sur S (resp. un isomorphisme défibrés vectoriels sur S si les filtrations vérifient 

(H);. 

{vi) Pour tout vo ë A^, £,{V,J^* ,G*)\sx{o,vo) — ^{GfJ^V,G') est un isomorphisme de 
faisceaux cohérents sur S (resp. un isomorphisme de fibrés vectoriels sur S si les filtrations 
vérifient (H) ). 

{vil) Ç(V, JF*, Ç/*)|5x(o,o) — Grj^GrgV est un isomorphisme de faisceaux cohérents sur S 
(resp. un isomorphisme de fibrés vectoriels sur S si les filtrations vérifient (H.))- 
Ainsi que les propriétés 

{viii) ^{V,J^* ,G*)\sxA'^xGm. — Ç(^)-^*)^''^^*)lsxAixGm isomorphisme de fibrés 

vectoriels sur S x A^ x G^. 

(ix) ^{V,J^',G*)\sxGmxA'^ — ^{V,G' ,Triv')\sxGmxA^ esi un isomorphisme de fibrés 
vectoriels SUT S X GrfYi 

X A . 

(x) ^{V,!F* ,G*)\sxG,„xG,n — Ç(l^)^^*^')'^^^î^*)|sxG„xG„ est un isomorphisme de fi- 
brés vectoriels sur S x x Gm ■ 

Preuve: (i) Soit z G / tel que s G Si. Il faut montrer que ^i(V, .?^*, ^*)|{s}xA2 — Ca2(Vs,.F*,0*). 
Soit a» l'idéal maximal de Ai correspondant au point s G S'i et as[u,'(;] l'idéal de A^m, i"] 
correspondant à {s} x A^. Soit j : {s} x A^ ^ S*» x A^ le morphisme d'inclusion. Alors 



79 



e(V,:^*,a*)lMxA2 =j*^{V,J",g') ^ (Bi^A^uM Mu,v]/as[u,v])- ^ iBi/as[u,v].Bi)- ; le 

dernier isomorphisme vient du lemme précédent. Pour tout (p. <?), Mi.pq/as est un fc-espace 
vectoriel de dimension dimfe((J^^ r\Q'^)s) que nous noterons Vpq. Du diagramme commutatif de 
j4j-modules dans lequel les flèches sont injectives on peut déduire par localisation le diagramme 
de fc-espaces vectoriels de même forme dans lequel toutes les flèches sont injectives. On retrouve 
ainsi les flltrations F* = JF* et G* = Ç' du fc-espace vectoriel V = Mi/ag. D'où l'isomorphisme 
Bilas[u,v].Bi ^ R^{V,F*,G') = R'^{Vs,J^',g') qui donne le résultat. 

(m) Montrons d'abord qu'il y a isomorphisme sur chacun des ouverts affines Si qui recou- 
vrent S. Pour tout i, le morphisme d'inclusion k : Si x {uq, vq) ^ Si x vient du morphisme 
surjectif d'anneaux Ai[u,v] Ai,[u,v]/{u - uq,v - VQ).Ai[u,v] = Ai. S,(y , T' ,Ç*)\sxiu„,vo) = 
k*^iy,J^',g') = {B,(EiA4u,v]Mu,v]/{u-uo,v-vo).A,[u,v])~ = [B,/ (u-uo,v-vo).B,)-' =^ M~ 
ce qui permet de conclure pour chacun des ouverts aflines. Il suflit ensuite de remarquer que 
les isomorphismes de recollement sur les {Si fl Sj) x {uo,vq) et les Si fl Sj commutent avec les 
restrictions. 

(iii) Plaçons-nous sur les ouverts aflines. Notons par k le morphisme d'inclusion Si x 
(ito,0) Si X et soit j4i['U, — > Ai[u,v]/{u — UQ,v).Ai[u,v] le morphisme d'anneaux lui 
correspondant. 

{iv) Cette assertion se déduit de la précédente en échangeant les rôles de !F' et G* ■ 

{v) Exhibons d'abord l'isomorphisme sur les affines Si x Gm x A^. Le morphisme d'inclu- 
sion Si X Gm X Si X A^ vient du morphisme d'anneaux î;] Ai[u,u~^ ,v]. Il suffit 
donc de vérifier que Bii^Ailu.v] Ai[u.vr^ ,v] = qU~^Mi^pq est isomorphe au module de Rees 
obtenu lorsque la deuxième filtration Q' est triviale. C'est bien le cas puisque ce module n'a 
pas de terme en v~'^m lorsque cette filtration est triviale. Pour conclure on remarque à nouveau 
que les restrictions commutent aux isomorphismes de recollement. 

{vi) C'est le pendant de la précédente en échangeant les deux filtrations. 

{vil) Cette assertion se démontre de la même façon que les deux précédentes. On se place 
sur les ouverts affines Si x x G^. L'inclusion Si x Gm 

X Gm — ^ Si X A'^ vient du morphisme 

Ai\u. v] Ailu.vr'^ .v^ir"^]. On a un isomorphisme Bi ®Ai[u,v] Ai^a^u^"^ ^v^ir"^] = Mi ce qui 
permet de conclure localement. On peut ensuite recoller, car les restrictions commutent aux 
isomorphismes de recollement. 

□ 

Sous l'hypothèse (H), on a 
Proposition 32. Le faisceau réflexif de Rees (,{V , , , J-*) a les propriétés suivantes 
. Pour tout s e S, C(V:.F,î:.Fr,.F2*)|{4xP^ = ^p2{Vs,T^s,r!s,r^s). 

• Pour tout {uo : ui : U2) G tel que uqUiU2 ^ 0, .F*, J^f, J^* )Isx{(«o:mi:«2)} - ^■ 

• On a aussi Ç(V, J"*, J"*, J^' )lsx{(i:0:0)} - Gryr^Grjr^V, £,{V,J^*,J^*,J^2)\sx{io:i:o)} = 
Gr^.Gr^^V $(V, Jî^oV-^i',^2)lsx{(o:0:i)} = Gr^,Gr^,V. 

Un seul gradué aussi 

Preuve: Cette proposition se déduit de la précédente par recollement. 

□ 

3.2.2 Foncteur de Rees 

Nous introduisons ici quelques notation pour décrire la construction du fibre de Rees 
relatif parallèlement à ce qui a été fait dans la partie 1 pour les construction de Rees associé aux 
espaces vectoriels filtrés. Rappelons que nous notions le foncteur qui à un espace vectoriel 
filtré muni de n filtration {V, F* , F'_i) associe un faisceau de Rees sur la variété affine 
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A". Nous utilisions la même notation pour le foncteur qui à un espace vectoriel muni de trois 
filtrations associe le fibré de Rees sur le plan projectif P^. 

est un foncteur de la catégorie des espaces vectoriels filtrés (resp. bifiltrés, resp. 
trifiltrés) munie des morphismes strictement compatibles aux filtrations vers la catégorie des 
faisceaux localement libres sur (resp. A^, resp. P^) équivariants pour une certaine action 
d'un tore et munie des morphismes équivariants de fibré pour cette action dont le conoyau est 
sans torsion. 

Nous désignerons par le foncteur relatif, qui à un fibré vectoriel filtré par des sous- 
fibrés stricts sur une variété algébrique S, {V,T*) S (resp. bifiltrô par des sous-fibrés stricts 
{V , , T*) S, resp. trifiltré par des sous fibres stricts {V , , T' , T*) ~^ ^) associe le fibré 
équivariant (resp. faisceau refiexif équivariant) pour l'action d'un tore 

$7î((V,.Fo*) ^S) = C(V,.Fo*) ^SxA\ 
resp. <i>n({V,n,T1) ^ S) = ^{V,T'^,T*,) S x A\ 
resp. <èn{{V,T^,.Tl,T^) S) = £,{V . T^, , T'^) ^ 5 x p2. 

Soit Cnfutr{S) la catégorie des fibrés vectoriels sur S muni de n filtrations par des sous- 
fibrés stricts et des morphismes de fibrés vectoriels strictement compatibles aux filtrations. 

Soit J-'ib{S X A^/ Gm) la catégorie des fibrés Gm-équivariants sur S x A^ muni de l'action 
par translation sur le deuxième facteur et des morphismes de faisceaux G-équivariants dont le 
conoyau est sans torsion. 

Soit TZefl{S X A^/G^) la catégorie des faisceaux réfiexifs G^-équivariants sur S x A^ 
muni de l'action par translation sur le deuxième facteur dont les restrictions à. S x {(uo,fo)}, 
{s} X A^, S X A^ X {vq}, s x {uo} x A^ et 5 x A^ x {vq} pour tout s,Uo,Vo sont des fibrés 
vectoriels et des morphismes de faisceaux G-équivariants dont le conoyau est sans torsion. 

Soit TZe fl{S X P^/T) la catégorie des faisceaux réfiexifs T-équivariants sur 5 x P^ munis 
de l'action par translation sur le plan projectif dont les restrictions aux trois ouverts standards 
A^ sont dans Tiefl{S x A^/G^) et des morphismes T-équivariants dont le noyau est sans 
torsion. 

Alors, la section précédente sur les morphismes de fibrés de Rees montre que l'on a bien 
défini des foncteurs 

: Cifatr(S) ^ Tib(S x A^/Gm) 
(V,.F-)^e(V,^') 

(/ : (v,:^*)) ^ (V',:^")) ^ (r : ^(v,:^*) - ^v^j^")), 

: C2fiHriS) ^ nefl{S x AVG^) 

if : (V,^o*,^i*)) - (V',.Fo*',.Fr)) ^ (,r : - C(V',^o*',^î'))), 

$K : CsfutriS) ^ nef 1(3 x P^/T) 
(V, .F', .F;, .F^') ^ ^(V, -^1% -^2 ) 
(/ : (V,JPoV-^i*,-^2)) - (V',JPo*',-^r.-^2*')) ^ (r : ^{V , J^^ , J'^ , J'^) ^ ^{V ,J';' ,J'r ,^2')))- 

3.2.3 Construction relative inverse, foncteur de Rees inverse 

Le but ici est de définir un foncteur inverse du foncteur de Rees relatif qui à un espace 
vectoriel trifiltré associe un faisceau relatif sur le plan projectif afin d'étendre le dictionnaire 
ponctuel au cas relatif. Nous allons tout d'abord définir un foncteur inverse relatif "local" sur 
les plans affines pour toute variété algébrique S, 

$x : nefl{S X AVG^) ^ C2futr{S). 

Soit ^ un objet de TZefl{S x AVG^). Alors par définition de cette catégorie, C|sx{(i,i)} 
est un fibré vectoriel sur S (du moins modulo l'isomorphisme entre 5 et iS x {(1, 1)}, nous ferons 
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toujours l'abus de langage). Posons 

*x(0 :=^|sx{(i,i)}- 

L'action permet de munir de deux filtrations. ^ est cohérent, donc il existe des ouverts 

afBnes qui recouvrent Si = Spec^^ et des î;]-modules Mj tels que ÇlsixA^ — (Mi)'". L'ac- 
tion de sur le faisceau vient du morphisme d'anneaux cr" : Mi Mi(^A.[u,v]k[x,x~^ ,y,y~^]. 
Considérons l'inclusion j : Si x x {1} —* Si x A^. L'action de sur Ç|sixAix{i} 
qui est un fibré vectoriel par hypothèse vient du morphisme de Ai[u]-modules Mi/k[v] — > 
Mi/k[v] $5'Ai[u] k[x,Tr^ ,y,y^^]/k[y,y~^]. On en déduit une trivialisation par cette action du 
fibré ^\Si X Al X {1} sur 5i x G,,, x {1} 

CISiXG„x{l} = ^*Clsx{(l,l)}- 

Pour tout i G I, l'action à gauche induit une action à droite triviale sur la base Si x {(1, 1)} 
que l'on peut décomposer suivant les caractères 

^|SiX{(l,l)} = ®x6X*(G™(«))(CUiX{(l,l)})'^" (1) 

= ®pez(eis.x{(i4)}f" (2) 

On a écrit Gm{u) pour bien indiquer que cette décomposition vient de la "direction" u suivant 
laquelle agit par translation le facteur x dans G^ = Specfc[a;, ,y,y~^]. Ceci permet de définir 
une filtration décroissante et exhaustive par des sous-fibrés stricts de = ^|six{(i,i)}i ^ôi 

par 

•^o,i = ®«<p(çu,x{(i,i)}r'*- 

De manière analogue, en décomposant suivant l'action du deuxième facteur, on peut définir une 
filtration exhaustive et décroissante par des sous-fibrés stricts de = C|six{(i,i)}) ^*ii 

^i,i = ®«<p(^Uix{(i,i)}r"- 
Les filtrations locales par des sous-fibrés stricts se recollent pour former des filtrations par des 
sous-fibrés stricts de = Clsx{(i,i)}- 

Le foncteur $i est ainsi bien défini au niveau des objets. 

Considérons un morphisme dans la catégorie TZefl{S x A^/G^), g ■ ^ ^ ^' ■ On en déduit, par 
restriction à. S x {(1, 1)}, un morphisme de fibrés vectoriels 

g' = ^i{g) ■■= 5lsx{(i,i)} ^ 

Le morphisme g est G^^j-cquivariant donc le morphisme g respecte les filtrations, c'est un mor- 
phisme de fibrés vectoriels filtrés. Reste à montrer qu'il est strict. Comme l'assertion porte sur 
chacune des filtrations séparément, restreignons (en ne considérant que la première par exemple) 
le fibré à 5 x Al x {1}. 

Le foncteur de Rees relatif inverse $i est donc bien défini au niveau des morphismes. 

Justifions son appelation de foncteur inverse. 

Proposition 33. Pour toute variété algébrique S, les foncteurs et $x établissent une 

équivalence de catégories entre la catégorie C2fiitr{S) des fibrés vectoriels sur S munis de deux 
filtrations exhaustives et décroissantes par des sous-fibrés stricts dont les morphismes sont les 
morphismes stricts de fibrés vectoriels et la catégorie TZefl{S x A^/G^) des faisceaux cohérents 
réflexifs G^-équivariants sur S x G^ dont les morphismes sont les morphismes équivariants 
dont le conoyau est sans torsion 

C2mr{S) TlefliS X A^Gl) . 
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Preuve: Montrons que $i établit une correspondance pleinement fidèle et essentiellement 
surjective. Soit V G C2fiitr(S), alors $7^(V) G 'Refl{S x A^/G^). Par la proposition 31, 
*k(V)|sx{(i,i)} — ^- Ainsi <i>I(^'7^(V)) = V comme fibres vectoriels. Les filtrations de $i($k(V)) 
coïncident, modulo l'isomorpliisme, avec celles de V. 

Montrons que $x est essentiellement surjective. Soit Ç et ^' dans TZefl{S x A^/G^) et 
g, g' G HomKe/i(SxAVG^)(C:^') telles que ^i{g) = <P{g') dans Homc,^,„^(s)($i(0, 4-1(0)- 
Alors, comme $7j($x((7)) induit un morphisme isomorphe à g entre les objets o et 
$7^ o $x(C')i 6t que l'isomorphisme est le même pour les deux morphismes identiques ^i{g) = 
^{g'), il vient g = g' , ce qui prouve l'injectivité de la correspondance. La surjectivité est claire 
par la construction de la section sur le morphisme de Rees, à / G Homc2,,,t^(s) (^i(C)i 
on associe le morphisme tp' o o (p^^ g ilomnefi(SxA^/G'^)iîA') où ip est l'isomorphisme 

entre ^-jz o et ^ et (p' est l'isomorphisme entre o et 

□ 

Remarque : On déduit bien sûr de cette proposition une équivalence de catégorie pour les 
objets munis d'une seule filtration. Il suffit pour cela de restreindre la construction précédente 
faites avec deux filtrations dont l'une est triviale à l'un des deux facteurs, d'où l'équivalence de 
catégories 

3.2.4 Dictionnaire relatif 

Définissons quelques catégories qui vont entrer dans le dictionnaire relatif. 

• Soit {V , J^* , J^î , J^') — > 5 un fibré vectoriel filtré par des sous-fibré stricts et tel que les 
filtrations soient exhaustives et décroissantes. Comme pour les filtrations d'espaces vectoriels, 
on dira que les trois filtrations sont simultanéement scindées s'il existe des sous-fibrés V^''^''' de V 
tels que pour tout {p, q, r), .F^ = ©p'>p,g,rVP''9''', J'I = ®p,</'>g,rVP'«'>'" et = ®p,g,.'>.Vî''«''''. 

Soit Czfiitr,scind{S) la sous-catégorie pleine de C^futriS) dont les objets sont simultanée- 
ment scindés. 

On notera par J^ibscind{S x P^/T) la sous-catégorie pleine de TZefl{S x P^/T) dont les 
objets sont en plus des fibrés vectoriels sommes de fibrés en droites. 

• Soit (V, . Tl , T*) ^ S' un objet de C?, juiriS). On dit que les filtrations par des fibres stricts 
sont opposées si en tout point les filtrations induites sur les fibres ont cette propriété, i.e. si 
pour tout s G S, {Vs, J^ô ^* s, ^2 s) est un espace vectoriel muni de trois filtrations opposées. 

On notera Czfatr,opp{S) la sous-catégorie pleine de CsfutriS) dont les objets sont des 
fibrés vectoriels filtrés dont les filtrations sont opposées. 

Soit 'R-efl^_aemiatabie/S,n=o/s{S X P^/T) la sous-catégorie pleine de TZefl{S x P^/T) 
dont les objets restreints à {s} x P^ pour tout s € S sont yu-semistables de pente 0. 

Ce dictionnaire ne marche que sur les strates sur lesquelles (H) est vérifiée, 
les faisceaux réflexifs devenant des fibrés 

Nous avons donc montré sous l'hypothèse (H), 

Théorème 4. Soit S une variété algébrique sur un corps algébriquement clos de caractéristique 
nulle k. La construction des faisceaux de Rees relatifs sur 5 x P'^ établit les équivalences de 
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catégories entre : 

• La catégorie CsfiUr{S) des fibrés vectoriels sur S trifiUrés par des sous-fibrés stricts tels que 
les filtrations soient exhaustives et décroissantes munie des morphismes de fibrés strictement 
compatibles aux filtrations et la catégorie J-'ib{S x P^/T) des fibrés vectoriels T-équivariants 
sur 5 X dont les restrictions ont les propriétés voulues munie des morphismes équivariants 
de fibrés dont le conoyau est sans torsion : 

C3fMr{S) J^lb{S X PVT) . 

4>x 

• La catégorie CàfiUr,scind{S) des fibrés vectoriels sur S trifiltrés par des sous-fibrés stricts 
tels que les filtrations soient simultanéement scindées, exhaustives et décroissantes munie des 
morphismes défibrés strictement compatibles aux filtrations et la catégorie Tib{S x P^/T) des 
fibrés T-équivariants sur 5 x P^ dont les restrictions ont les propriétés voulues munie des 
morphismes équivariants de fibrés dont le conoyau est sans torsion : 

C^fiUr,scind{S) < ^ ^ibscind{S X P^/T) . 

• La catégorie C^fiHr.opp(,S) des fibrés vectoriels sur S trifiltrés par des sous-fibrés stricts tels 
que les filtrations soient opposées, exhaustives et décroissantes munie des morphismes de fibrés 
strictement compatibles aux filtrations et la catégorie J^ib{S x P^/T) des fibrés vectoriels T- 
équivariants sur S x dont les restrictions ont les propriétés voulues et dont les restrictions 
à {s} X P^ pour tout s € S sont PQ-semistables de pente munie des morphismes équivariants 
de fibrés dont le conoyau est sans torsion : 

C3fiHr,opp{S) -:: ^ •^*^pi-semista6;e/S,^i=0/s('S' X P /T) . 

3.3 Stratification associée à une famille d'espaces vectoriels trifiltrés 

On s' intéresse au cas où l'hypothèse (H) n'est pas forcément satisfaite. 

3.3.1 Stratification platifiante 

Soit T un faisceau cohérent sur un schéma projectif X sur un corps algébriquement clos 
de caractéristique nulle k. Alors la caractéristique d'Eulcr de est 

i 

où JF) = dimfeif*(X, J^). Si on fixe un fibré en droite ample 0(1) sur X, alors le polynôme 

de Hilbert de J^, P{X, T) est donné par 

Supposons, par exemple, que X soit une surface et soit sans torsion et de rang r, alors la 
formule de Riemann-Roch (cf [Fri]) donne 

Les formules Ci(.FoL) = Ci(JP) + rci(L) et C2{T<8)L) = C2{T) + {r -l)ciiT).Ci{L) + Qci{L)^ 
où L est un fibré en droite sur X permettent alors de trouver le polynômes de Hilbert de .F. 
Nous utiliserons ce résultat dans le cas où X = P^ . 
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Supposons maintenant que nous ayons un faisceau cohérent de -modules T sur un 
schéma X sur S où f : X ^ S est un morphisme de type fini entre schémas nœtheriens. Pour 
tout s e S on note la fibre f~^{s) = Spec(fc(.s)) X5X de / par X^. On note aussi J-'s pour !F\x^- 
On pense à comme une famille de polynômes paramétrisée par S. La notion de "continuité" 
en famille des J^g est donnée par la définition : 

Définition 36. Une famille plate de faisceaux cohérents sur les fibres de f est un faisceau de 
Ox -modules cohérents T qui est plat sur S i.e. pour tout x € X, J^x est plat au dessus de 
l'anneau local Osj{x)- 

Nous allons associer une stratification de S à tout faisceau cohérent T sur S telle que sur 
chacune des strates Sp, strates données par la constance du polynôme des Hilbert des fibres 
P{Xs,J-s), la restriction de T, T\sp soit une famille plate de faisceaux cohérents. 

Pour cela on utilise un théorème dû à Mumford qui permet de platifier tout faisceau 
cohérent en découpant de façon adéquate la base par des sous-schémas fermés. 

Théorème. (Mumford, cf [Hu-L] Theorem 2.1.5.) Soit f : X ^ S un morphisme projectif 

entre schémas nœthériens, soit 0(1) un faisceau inversible sur X qui est très ample par rapport 
à S et un Ox -module cohérent. Alors l'ensemble V = {P{Xs,J^s)\s € S} des polynômes de 
Hilbert des fibres de T est fini. De plus il y a un nombre fini de sous-schémas locallement fermés 
Sp C S, indexés par les polynômes P gV qui satisfont aux propriétés : 
(i) Le morphisme naturel j : Y[p Sp S est une bijection. 

(m) Si g : S' ^ s est un morphisme de schémas nœtheriens, alors Qx^ ^st plat 
au dessus de S' si et seulement si g se factorise par j où gx ■ X Xs S' ^ S' est le morphisme 
canonique du produit fibré vers S'. 

La stratification S = Upep '^p la stratification platifiante associée au faisceau co- 
hérent J^. 

3.3.2 Application à une famille d'espaces vectoriels filtrés 

Soit (V, , , T*) ^ 5 un fibré vectoriel filtré par des sous-fibrés stricts et tel que les fil- 
trations soient exhaustives et décroissantes sur une variété algébrique lisse S. La construction de 
Rees associée à cette famille fournit un faisceau de Oxxp^ -modules cohérent £,{y , T* , Tl , T*) ■ 
Considérons le morphisme de projection sur le deuxième facteur / : X x ^ X. Le faisceau 
/*Op2(l) est très ample par rapport à S. Par le théorème précédent on obtient 

Proposition 34. L'ensemble V = {P{Xs,^{y,!FQ,T*,T2)s)\s ë S} des polynômes de Hilbert 
des fibres de S,{V, T* , Tl , T* ) est fini. De plus il y a un nombre fini de sous-schémas locallement 
fermés Sp C S , indexés par les polynômes P € V qui satisfont aux propriétés : 
(i) Le morphisme naturel j : ]Jp Sp — > S est une bijection. 

(m) Si g : S' ^ s est un morphisme de schémas nœtheriens, alors le tiré en arrière 
du faisceau de Rees g*x^ est plat au dessus de S' si et seulement si g se factorise par j où 
gx '. X X s S' ^ S' est le morphisme canonique du produit fibré vers S' . 

Pour relier cette stratification par le polynôme de Hilbert des fibres, déterminés par 
la première et la deuxième classe de Chern dans H*(P'^,k) des fibres du faisceau de Rees, 
aux invariants discrets première et deuxième classe de Chern des fibrés associés aux espaces 
vectoriels filtrés donnés par les fibres des filtrations, il faut comparer pour tout s G S d'une 
part 

et d'autre part 
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3.3.3 Filtrations opposées 

Considérons encore (V, .F*, .F*, .F* ) S fibré vectoriel filtré par des sous-fibrés stricts et 
tel que les filtrations soient exhaustives et décroissantes sur une variété algébrique S. Supposons 
de plus que pour tout s ^ S l'espace vectoriel trifiltré défini par ces données {Vs , J-'* s , ^* s - ^2 s) 
soit un espace vectoriel muni de filtrations opposées et telles que J^'g et JF's soient positives 
(tous les termes d'indices négatifs sont égaux à V) et que J^'s et J^'s d'une part et F"*» et 
F's d'autre part vérifient l'hypothèse (H)^. On veut alors reher les strates de la stratification 
platifiante de Ç(V,F"q,F*,F2)s aux classes de Chern des fibrés de Rees associés aux espaces 
vectoriels donnés en chaque point. 

Conjecture : Soit (V, F*, F*, F* ) — ^ 5* un fibré vectoriel filtré par des sous-fibrés stricts tel 
que les filtrations soient opposées, exhaustives et décroissantes sur une variété algébrique S 
et telle que de plus que pour tout s Ç S l'espace vectoriel trifiltré défini par ces données 
(Vs,Fos)F"7s) ^2 s) soit un espace vectoriel muni de filtrations opposées et telles que F"7s et F"*» 
soient positives et que T's et T's d'une part et T's et T's d'autre part vérifient l'hypothèse 
(H), alors la filtration platifiante associée à Ç(V, F*, F*, F2)s) est au changement d'indice près 
la stratification associée à la deuxième classe de Chern des fibrés sur les fibres de / : SxP^ — > 
associés aux espaces vectoriels filtrés donnés par les fibres ^p^ÇUs, J-^' s, si s) ■ 



^Ces hypothèses seront vérifiées lorsque les données viendront de la théorie de Hodge 
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Dictionnaire sous l'hypothèse (H) : Famille d'espaces vectoriels trifiltrês-Faisceaux 
équivariants. 



Catégorie de familles d'espaces multifiltrés sur S 


Catégorie de fibrés équivariants sur S x P"^ 


Câfiltr{S) 


nbr{S X PVT) 




:Fibscind{S X PVT) 


^Sfiltr,opp (*^) 


•^*^^Pj-semista6ie/S,M=0/5'('S' ^ P^/T) 


(^3fiHr,opp,R{S) 


J^ibrpi_gg^igi;able/S,iJ.=0/s{S X P^/T"^) 



Dictionnaire sous l'hypothèse (H) pour et ÇF*,^*)- 



Catégorie de familles d'espaces multifiltrés sur S 


Catégorie de fibrés équivariants sur 5 x P^ 


^3filtr,opp ('^) 


'^^flpl-semistable/S,n=0/s{^ P^/T) 


C3filtr,opp,R{S) 


T^^fl-pl-semistable/ 3,11=0/ ^ P^/T"^) 



3.4 Transversalité 

3.4.1 Une filtration 

Revenons à la construction du fibré de Rees sur S x associée à un fibré vectoriel V 
sur S muni d'une filtration J^' par des sous-fibrés vectoriels stricts de sorte que la filtration 
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soit exhaustive et décroissante. On obtient un fibré ^(V,^*) GTO-équivariant sur S x pour 
l'action par translation dans la direction de la droite affine et triviale dans l'autre direction. 
Supposons que le fibré vectoriel V sur S soit muni d'une connexion intégrable 

Alors V est muni d'une "action" du fibré tangent T{S) déduite de la connexion. Elle est donnée 
par 

TiS) Oos V ^ V, 
(g) î; i-> V{v){r]). 

Lemme 33. [SU] SoitV un fibré vectoriel sur S muni d'une connexion intégrable V. Supposons 

aussi que V est muni d'une filtration exhaustive et décroissante par des sous-fibrés stricts. Alors 
(J-"*, V) satisfait la transversalité de Grijfith V(JFP) C fis ®Os si et seulement si l'action 

de T{S) surV s'étend à une action Gm-invariante du faisceau T{S x / A^){—S x {0}) des 
champs de vecteurs relatifs qui s'annulent au premier ordre suivant Sx {0} sur le fibré (,{V,J^*). 

Preuve: Comme la question est locale sur S, on peut supposer que V = ®pV^ est une somme 
de fibrés vectoriels triviaux et que la filtration par des sous-fibrés est donnée par = <î)q>pV 
(dans le langage de la construction du fibré de Rees relatif on se place sur un ouvert affine Si 
trivialisant le fibré vectoriel). La connexion V est donnée en terme de la connexion triviale d 
par 'V = d + A, où A est une 1-forme à valeur dans End(V). On peut décomposer A en somme 
directe A = (Bp,qAp^g où Ap^q est une 1-forme à valeurs dans Hom(Fî', V^). La transversalité de 
Griffith est alors équivalente à 

Ap^q = pour q < p — 1. 
Comme remarqué précédement, on peut écrire 

^{V,T') = (S)pU-POA^®VP. 

L'action de induit un isomorphisme ip — (Sp^Pp 

<^:^(V,JP*)^©p(!?Ai®VP, 

où ipp agit sur Ojs^i $5 V par multiplication par u^. 

On peut étendre la connexion V à une action Gm-invariante du champs des vecteurs 
tangents relatifs dans la direction de S. Elle est donnée en terme de l'isomorphisme ip par la 
fièche en pointillés qui rend le diagramme suivant commutatif 

T(Sx AVAi)0e(v,:^') >e(v,:^') . 

A 

Y 

T{S X AVaI) ® ®pOai ® yP ®p0^i ® vp 

Les éléments du champs tangent sont écrits sous la forme Yli ^^Vi où les vectreurs rji sont tan- 
gents à S. L'action d'un élément u''r]i sur Ç(V, JF*) = ©pU^^'C'Ai <8i est donnée par la ma- 
trice X^iWM(77i) i.e. que l'image d'un élément J2p'^~^'"p Si^'^i ^^t J2i,p,q''J'^~^^p,q{Vi)Vq- 
Lorsqu'on transporte ceci par l'isomorphisme (p, l'action sur ®pC>Ai ^ V est donnée par la 
matrice p qU'^~P^'^Ap,q{i]i). C'est l'action sur un voisinage d'un point de S* x {0}. L'action 
s'étend sur S x {0} si et seulement si les termes en puissance de u négatives s'annulent. Ainsi 
la condition que cette action s'étende à tout champs de vecteur de la forme X^j>ii*'r/j, i.e. les 
champs de vecteurs relatifs qui s'annulent au premier ordre suivant S x {0}, est équivalente à 
la condition Ap^q = pour q < p — 1 qui est la condition de transversalité de Griffiths. 

□ 
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4 Fibrés vectoriels sur le plan projectif et structures de 
Hodge mixtes 

4.1 Rappels sur les structures de Hodge mixtes 
4.1.1 Définitions 

Structures de Hodge pures 

Définition 37. Une structure de Hodge pure de poids n, {HzAHc, F*)) , est la donnée d'un 
Z-module de type fini Hz tel que Hc = C®zHz soit muni d'une filtration finie décroissante 
F* telle que : 

Hc = F°Hc D ... D FPHc =) FP+^Hc D ... D F'^+'^Hc = {0} et 
FPHc ® F^Hc = Hc 

pour tous les couples {p, q) tels que p + q = n+ l,oùF est la filtration complète déduite de F* 
par conjugaison complexe par rapport à la structure réelle sous-jacente sur Hb, = R(8)z-ffz- 

Exemple : Structure de Hodge de Tate T{—p). C'est l'unique structure de Hodge pure de type 
{—p, —p) et de réseau entier (27rz)PZ. 

La définition précédente est équivalente à une décomposition de Hc en somme directe 
Hc = (Bp+q=n HP'"^ telle que HP'"^ — H . L'équivalence est donnée dans un sens par {iî^'^j i— » 
PP = (Bp'>pHP'''^-P' et dans l'autre sens par F' HP "! ^ FP n F\ 

Structures de Hodge mixtes 

Définition 38. Une structure de Hodge mixte sur un espace Hq consiste en les données suiv- 
antes : 

(i) Une filtration croissante W» sur Hq appelée filtration par le poids. 
(ii) Une filtration décroissante appelée filtration de Hodge F' sur H = Hq ig)Q C qui induit 
avec sa filtration conjuguée par rapport à la structure réelle sous-jacente H^ = Hq (g)Q R, F 
une structure de Hodge pure de poids n sur Gr^ H = Wn <8iq C/Wn-i (8)q C. 

Dans le (ii), la filtration F*Gr^ H induite par F' sur Gr^ H est donnée par les quotients 
successifs : 

FPGr^H = {FP n {Wn ®q C) + W„_i ^q C))/W„_i ^q C. 

Pour être plus précis la condition (ii) signifie que F'Gr^ H et F*Gr^ H sont n-opposées 
sur Gr^ H ce qui signifie, d'après la première partie que Gr^p, h^Tj^. ^^H = seulement 

si p + q ^ n où F est la filtration conjuguée à la filtration de Hodge par rapport à la structure 
réelle sous-jacente iÎR = Hq (g)Q R. 

Nous n'utiliserons par la suite, ni la structure rationnelle Hq, ni le réseau entier Hz- H 
nous suffira de considérer la filtration par le poids sur Hc = Hq (g)Q C que nous noterons W, 
alors que nous la notions Wc (S)q C. Précisons les difïérents contextes dans les quels nous nous 
placerons. 

Définition 39. 

(i) Soit CatcivL- MHS lo^ catégorie des structures de Hodge mixtes comme définies ci-dessus (au 

sens usuel). Les morphismes sont les morphismes de réseaux entiers tels que les morphismes 
induits au niveau des filtrations soient strictement compatibles aux filtrations. 

(ii) Soit Catcn-MHS lo^ catégorie des structures de Hodge mixtes sans strutures entière et 
rationnelle sous-jacentes. Les objets sont les ^-espaces vectoriels filtrés {H^, W,) (filtration par 
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le poids) tels que H = Hji C soit muni d'une filtration appelée filtration de Hodge de sorte 
que F* et F soient des filtrations n-opposées sur Gr^ H . Les morphismes sont les morphismes 
de H- espaces vectoriels strictement compatibles à la filtration par le poids qui induisent des 
morphismes strictement compatibles à toutes les filtrations sur les C-vectoriels. 
(iii) Soit Catc-MHS catégorie des structures de Hodge mixtes complexes sans structure réelle, 
rationnelle ou entière sous-jacente. Les objets sont des C-espaces vectoriels H munis de trois 
filtrations {W», F* , F*) opposées. Les morphismes sont les morphismes strictement compatibles 
aux filtrations. 

On considère les foncteurs oublis suivants entre ces difïérentes catégories de structures 
de Hodge : 

'■ CatcRZ-MHS CatcR-MHS qui est le foncteur oubli de la structure entière et rationnelle 
sous-jacente à une struture de Hodge mixte au sens usuel. 

$r '■ CO'tcR.-MHS — * Cotc-MHS Qui est le foncteur oubli de la structure réelle sous-jacente. 

On peut définir un foncteur de Catc-MHS vers Catcu-MHS de la façon suivante (cf 

[Si2]) : 

Nous avons donc les foncteurs suivants : 

Catcnz-MHS ^ Catcn-MHS ^ Catc-MHS ■ 

< _ 

Les foncteurs $r et "H H (B H" ne sont pas adjoints. Si l'on part d'un objet de 
CatcR-MHS dont l'espace vectoriel sous-jacent est de rang n, alors l'espace vectoriel sous- 
jacent de l'image dans cette même catégorie par la composée de ces deux foncteurs est de rang 
2n. 

Par la suite, lorsque rien ne sera précisé, lorsqu'on parlera de structure de Hodge mixte on 
se placera dans la catégorie Catcn-MHS- On pourra toujours penser en terme de structures de 
Hodge au sens usuel i.e. que ce sont des objets de Catcnz-MHS mais les informations que nous 
fournira l'étude suivante seront toutes contenues dans les images de ces objets par le foncteur 
oubli 

Définition 40. Soit H une structure de Hodge mixte. Les nombres entiers 

hP^" = dimcGrl.GrZ' H 

où p + q = m sont appelés les nombres de Hodge de la structure de Hodge mixte H. 

Ces nombres généralisent les nombres de Hodge dimension des sous-espaces H^''^ où 
p + q = n pour une structure de Hodge pure de poids n. Ils peuvent être non nuls en dehors de 
la droite d'équation p + q = n. 

Remarque : Par la propriété de conjugaison des filtrations F* et F associées à une structure 
de Hodge mixte dans Catc-Rz-MHS ou dans CatcR-MHS on voit que les nombres de Hodge 
des structures de Hodge au sens usuel ou des structures de hodge réelle sont symétriques i.e. 
pour tout (p, q) on a /i^'' = /i^'^. Une telle propriété n'est pas vérifiée en général pour les struc- 
tures de Hodge complexes puisque les filtrations de Hodge F* et F* sont définies indépendement. 

Définition 41. Soit H une structure de Hodge mixte donnée on note £h le sous-ensemble de 
Z X Z formé par les couples (p, g) € Z x Z tels que les nombres de Hodge /i^' sont non nuls. 
Cet ensemble est appelé le type de la structure de Hodge H. 
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Définition 42. La structure de Hodge T{k) est l'unique structure de Hodge de rang 1, de type 
{—k,—k) et de réseau entier (27ri)'^Z. 



Remarque : Soit H une structure de Hodge mixte et fc S Z, alors les types de H et H ^ T{k) 
sont liés par : £H<»T{k) = {{p - k,q - k) & Z x Z\{p,q) £ £h}- 
Pour les filtrations on a les relations pour p,q,n € : 
' FP{H (8)T{k)) = FP+''{H), 

< TiH T{k)) = T^\h), et { h^l^^,^ = h-^'^'O+K 

_ WniH^T{k)) = Wn+2k{H), 

Définition 43. (i) La longueur d'une structure de Hodge mixte est la longueur du plus grand 
intervalle [a,b] tel que Wm/Wm-i 7^ pour tout m G {a,b}. a et b sont le plus bas et le plus 
haut poids et la longueur est égale à b — a. Une structure de longueur est une structure pure. 
(ii) Le niveau d'une struture de Hodge mixte est la longueur du plus grand intervalle [c,d] tel 
que Fp/Fp-i 7^ pour tout p G {c. d}. Le niveau est égal à h — a. Par symétrie des structures de 
Hodge. Une structure de niveau est une tensorisation de structures de Hodge de Tate T{—p)^ 
pour fc € Z. 



4.1.2 Structures de Hodge mixtes R-scindées 

Contrairement au cas des structures de Hodge pures, on ne pas en général trouver de 
scindement compatible à toutes les filtrations qui composent une struture de Hodge mixte H . 
Ceci est dû au fait remarqué dans la partie 1 que contrairement aux cas des espaces bifiltrés, 
on ne peut pas en général trouver de scindement compatibles aux trois filtrations composant 
un espace vectoriel trifiltré. 

Rappelons un lemme de Deligne, important dans l'étude des structure de Hodge mixtes. 
Bien que les structures de Hodge mixte n'admettent pas en général de décomposition en une 
somme directe de "(p, g)-sous-espaces" comme les structures pures, c'est-à-dire de graduation 
compatible aux trois filtrations, les espaces canoniquement définis ci-dessous ont des propriétés 
de décomposition très utiles : 

En effet, 

Lemme 34. [Del2] 

(i) IP'i=T"'' modWp+q-2. 

(ii) = (Bp+q<mIP''' . 

(iii) FP = ®^>p ®g I''" . 

(iv) La projection Wm Gr^H induit un isomorphisme pour p^ q = m de vers le sous- 
espace de Hodge {Gr^H)P''i . 

Quitte à changer les indices, cette décomposition canonique en sous-espaces J^''* donne 
deux bigraduations canoniques Hq = (Bp,qIP''^ associées aux paires de filtrations {W»,F') et 
{W,,F ). La première bigraduation, associée à {W,,F*) est donnée directement par le lemme 
précédent, la deuxième associée à {W»,F ) est donnée par Wm = ®p+q<rnP''^ et = ®i>q®p 
J*'^. Ces deux bigraduations ne sont pas compatibles à moins que l'on ne soit dans le cadre de 
la définition suivante : 
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Définition 44. Une structure de Hodge mixte H = [H^,W», F* , F ) est dite IL-scindée si les 
espaces /^'' définis de façon canonique vérifient la condition : pour tous p, q /^'^ = J*'^. 

Dans le cas où la structure de Hodge mixte H = {Hr,W,, F* , F*) est scindée, on a : 
FPDF'' = ®p'>p,q'>ql^ ''^ ■ Ce qui signifie que les trois filtrations sont simultanéement scindées. 

Remarque : D'après le lemmc 34 p. 91, (i), les structures de Hodge mixtes de longueur inférieure 
à 1 sont toutes R-scindées. En particulier les structures de Hodge pures sont R-scindées. 

4.2 Dictionnaire structures de Hodge-fibrés vectoriels 

Dans cette section nous allons appliquer les constructions établies dans la première partie 
au cas où les filtrations proviennent d'une structures de Hodge mixte. 

4.2.1 Construction dans le cas où les filtrations proviennent d'une structure de 
Hodge mixte 

Une structure de Hodge mixte est essentiellement la donnée de trois filtrations (VF,, F*, F ) 
avec certaines relation d'incidence (elles sont opposées). Soit H = {Hji,W,, F', F ) une struc- 
ture de Hodge mixte. Nous allons construire un fibré sur associé à cette structure de Hodge 
mixte. Rappelons que dans la construction du fibré de Rees associé à trois filtrations nous par- 
tions de trois filtrations exhaustives et décroissantes. Pour "caractériser" la structure de Hodge 
mixte, nous prendrons donc ici non plus la filtration par le poids qui est croissante mais la 
filtration décroissante associé à la filtration par le poids. Rappelons que l'on définit la filtration 
décroissante notée W associée à la filtration croissante W, de Hji par, 

pour tout p e Z, = W-p. 

Les trois filtrations décroissantes obtenues sont alors opposées. En effet les filtrations de départ 
forment une structure de Hodge mixte i.e. que F' et F sont n-opposée sur Gr^ (dans [Del2] 
on dit que les filtrations de Hodge, sa filtration opposée et la filtration décalée W^[n]* sont 
opposées). On a donc 

pour tous {p, q) tels que p + q — n 0, Gr^pGr'^Gr^' H = 0, 

et de façon équivalente 

pour tous (p, q) tels que p + q-\-n^Q, Gr^pGr^;Gry^,H = 0. 

Ainsi à une structure de Hodge mixte H = {Hji,W,, F* , F ) on associe un espace vec- 
toriel complexe trifiltré {H,W*,F*,F ) dont les filtrations sont opposées. 

Définition 45. Le fibré de Rees sur le plan projectif P^ associé à la structure de Hodge 
mixte H = {Hr,W,, F* , F ) est le fibré de Rees construit à partir de l'espace vetoriel trifiltré 
{H,W',F',f'). 

^P2{H) :=^p2{H,W,F',F'). 

De l'étude faite dans la partie 1 il vient : 
Proposition 35. 

(i) ep=^(7î)(i:i:i) - if. 

(ii) Cp^ (7Î) (1.0:0) =©p,,Gr^.Gr|. if. 

(iii) Çp2(7î)(o:i:o) = (Bp,qGrl.Grl.H ^ ^p^^Gr^^Mr^H . 

(iv) ^P2 (if) (0:0:1) = ®p,qGr^p.Grl^.H ^ ®p,^Gr^-.Gr^\H . 
{v) ^p2{H\,.,,:0)=®<iGr^'H. 
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(vi) ^p2(F)(i,0:i)=®pGr|.^f. 

(vii) ep2(F)(o:i:i) = (BuGr^^^.H = (BnGr^^PH. 

Ces isomorphismes donnent une correspondance entre les foncteurs fibres et les joncteurs gradués 
associés aux trois filtrations. 

Le fibrés de Rees associé à la structure de Hodge mixte H peut être vu comme une façon 
de transformer les espaces bigradués les uns en les autres. En effet les fibres canoniques aux 
trois points origines des cartes affines sont isomorphes aux espaces bigradués associés à chacune 
des paires de filtrations. 

Exemples : Donnons quelques exemples : 

• Le fibré associé à une structure de Hodge de Tate T{—k) est le fibré trivial T'^-équivariant 

(-2k,k,k 

Çp2 

décrit dans la partie 1. 

• Le fibré associé à une structure de Hodge pure de poids n, H = p+q^nH'''''^ est le fibré 
T'^-équivariant 

C ^(U-\—ai /:-n,p,qdinicHP''' 
l;p2yii ) — fcBp,g, p+ij=nÇp2 

4.2.2 Dictionnaire structures de Hodge-fibrés sur 

Comme conséquence directe des théorèmes 2 p. 57 et 3 p. 63, il vient : 

Théorème 5. La construction du fibré de Rees sur associé à un espace vectoriel trifiltré 
établit les équivalences de catégories entre : 

• La catégorie des structures de Hodge mixtes réelles Catcn-MHS et la catégorie des fibrés vec- 
toriels -équivariants PQ-semistables de pente jj. = munie des morphismes -équivariants 
dont les singularités des conoyaux sont en codimension 2, supportées au point (1:0:0) ; 

{CatcTt-MHs} {^'i'^},-semistables,fi=o{P /T'^)} • 

• La catégorie des structures de Hodge mixtes complexe Catc-MHS et la catégorie des fibrés 

vectoriels T-équivariants V^-semAstaMes de pente fi = munie des morphismes T-équivariants 
dont les singularités des conoyaux sont en codimension 2, supportées au point (1:0:0) ; 

{Catc-MHs} < ^ {^'ibpi 

— semistables,fj.=0 

(PVT)} . 

Ce théorème donne une démonstration géométrique des faits suivants (Théorème (1.3.16), 
[Del2] pour Catcn-MHS et [Si2] pour Catc-MHs) ■ 
Corollaire 13. 

• La catégorie des structures de Hodge mixtes réelles CatcR-MHS est abélienne. 

• La catégorie des structures de Hodge mixtes complexes Catc-MHS est abélienne. 

• Les foncteurs ''oubli des filtrations", Gvw , Gvp , Gr-p et GrwGvp — GrpGrw — GrwGvjr = 
Grj^Grw de Catcn-MHS ou Catc-MHS dans la catégorie des espaces vectoriels complexes 
sont exacts. 

Preuve: Les deux premiers points sont des conséquences directes du fait que les catégories de 
fibrés vectoriels présentes dans les équivalences sont abéliennes comme établi dans la première 
partie. 
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Considérons une suite exacte de structures de Hodge mixtes 

0^^^ ^H—^B ^0 . 

D'après l'ctudc faite dans la section "suites exactes et /i-semistabilité" da la partie 1, la suite 
exacte de faisceaux associée dans ^î^pi_semisfaMes,/i=o(P^/T^) est 

^ [A) (H) ^p^ (B) ^ . 

Elle provient de la suite exacte de faisceaux 

^ Çp2 (A) Çp2 {H) Coker{i) > , 

qui fournit la suite exacte 

^ ep2 (A) {H) ^p2 (B) ^ T ^ , 

avec Çp2 {B) = Coker{i)** et ^ Coker{i) — ^ Cp2 {B) ^ T ^ . 

Le support de T est inclu dans le point (1:0:0) donc pour tout x e P^\{(1 : : 0)} on 
a la suite exacte courte 

^ ep2 {A)^ ep2 {H)^ Cp2 [B)^ ^ , 

ce qui permet de conclure en choisissant x de façon adéquate et en utilisant la proposition 35 
p.92. 

□ 

Dictionnaire : Structures de Hodge mixtes-Fibrês êquivariants. 



Catégorie de structures de 
Hodge mixtes 


Catégorie de fibrés êquivariants 
sur 


CatcYl-MHS,scind 


'F'ih CP'^ /T^ 
^ i'f^^—seTnistables,^=0,scind\-'- / , 


CatcR-MHS 


•^*^Pj-sem,isfoWes,/i=o(P^/T^) 


Catc-MHS,scind 


■pjU (■p2 /"Ti-r' 
*^ ''*^Q—semistables,^=0,scind\-'- / . 


Catc-MHS 





4.2.3 Structure de Hodge mixte indécomposable 

Soit ^p2 [H) le fibré de Rees associé à une structures de Hodge mixte H. On dit qu'un 
fibre équivariant £ sur P^ est indécomposable s'il n' est pas somme directe de deux sous-fibrés 
êquivariants. On peut décomposer tout fibré G-équivariant sur le plan projectif, où G = T ou 
T"^, sur le plan projectif en somme directe de sous-fibrés G-équivariants 
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où les Si sont des sous-fibrés G-équivariants indécomposables. 

Notons par iî, la structure de Hodge associée au fibré G-équi variant £i, on a alors la 
décomposition 

H = ®iHi. 

Définition 46. Une structure de Hodge mixte est dite indécomposable si le fibré de Rees équiv- 
ariant qui lui est associé est indécomposable. 

La décomposition H = (BiHi est appelé décomposition de la structure de Hodge mixte H 
en structures de Hodge mixtes indécomposables. 

Remarquons la relation entre le type de H et les types des termes indécomposables Hi 

Lemme 35. Soient A et B deux structures de Hodge mixtes séparées, de décomposition A = 
®iAi et B = ®jBj, alors 

Ext\,Hs{B,A) = ®,^jExt\fHs{Bj,Ai). 

4.3 Invariants discrets de structures de Hodge mixtes, définition du 
niveau de R-scindement 

4.3.1 Classe d'une structure de Hodge mixte dans Kq{P'^ ,"7) 

Soit H = {Hr,W,, F* , F ) une structure de Hodge mixte. On définit sa classe dans 
Kq(P'^,T) comme étant la classe du fibré équivariant associé 

[H] = [^p2{H)]gKo{P\T). 

D'après l'étude du Kq faite dans la partie 1, la classe du fibré de Rees associe à trois filtrations 
est décrite par les entiers dimensions des gradués et bigradués associés aux filtrations. Dans le 
cas où les filtrations proviennent d'une structure de Hodge mixte ces entiers sont décrits par 
les nombres de Hodge, les /i^"'' définis pour tout {p,q) par /i^'^ = àimcGrpGr^~'' H et les 
nombres entiers suivants 

Définition 47. On définit les entiers "s^'* " par 

sP'" = dimcGr^Grl^H. 

Ces entiers vont jouer un rôle important par la suite pour mesurer la complexité d'une 
structure de Hodge mixte. 

D'après la section "Calcul explicite de K^iT*"^, T) et classe des fibré de Rees" et la propo- 
sition 25 p. 67 on a : 

Proposition 36. Soit H = (Hji,W,,F* ,F ) un objet de CatcR-MHS > alors la classe de 
Çp2(iî) dans iiro(P^,T) est donnée par 

où, 



•Pao 






• Pa, 






• Pa, 






• Pg„ 






• Pg„ 


.0. = Ep(E,/^^'^) 




•Pg„ 


lOl ~ 'Y^qŒ^p^^'^) 


«Ï2 = E,(E,s^-^) 



. Pg^ = dimc^ = Ep,, h^'" = Ep,« S' 
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Soit H = ®iHi la décomposition de la structure de Hodge mixte H en facteurs indécom- 
posables. On a alors, 

[Çp2(-ff)]ifo(p2,T) = ©4^P2(-f^i)]/fo(P2,T), 

et donc 

°H — '^Hi • 
i 

4.3.2 Définition du niveau de R-scindement des structures de Hodge mixtes 

Dans cette sous-section, comme partout où l'on parlera de la notion de niveau de R- 
scindement d'une structure de Hodge mixte, une structure de Hodge mixte sera une structure 
de Hodge mixte réelle i.e. un objet de Catcn-MHS ■ 

Les entiers ft,^' sont les nombres de Hodge classiques associés aux structures de Hodge 
mixtes. Dans le cas où la structure de Hodge mixte H est R-scindée, pour tous p,q G Z on a 
l'égalité : 

UP,Q _ „P,Q 

iijj — , 

en effet /i^^' = dimcGr|.GrP.Gr^+''iîc = dimc/''''' = dimc Gr|.. Gr^^. Fc = s^f . 

Ce n'est pas vrai en général comme nous le verrons par la suite. Le calcul des invariants du 
fibré de Rees associé à une structure de Hodge mixte construit va nous permettra de voir à quel 
point les entiers Sjf sont proches des nombres de Hodge /t^'', c'est à dire de voir si la structure 
de Hodge mixte est proche de la structure de Hodge mixte R-scindée qui lui est associée [C-K-S]. 



Proposition 37. Soit £,p2(Hc,W* , F* , F ) le fibré sur associé à la structure de Hodge 
mixte {Hq,W», F' , F ), alors : 

ch(Çp. {Hc, W, F',T)) = dimciîc + IJ2(p + - h'ii')^^ 

p,q 

et donc : 

P,Q 

Preuve: Nous pouvons donner deux preuves de cette proposition à l'aide la première partie. 
Pour la première, on applique la proposition 7 p. 53 dans le cas où l'espace vectoriel trifil- 
tré provient d'une structure de Hodge mixte avec {V,F*,F*,F') = {Hc,W' , F' , F ). D'où 
dimcG^.GrP.F = dimcGrl.Gy^.Tîc = s^"^ et dimcGr^.Gr^.Gr-r'F = dimcGr|.Gr^.Gr'^*_g/fc = 
/i^^ ce qui donne la relation. 

La deuxième preuve consiste à déduire le caractère de Chern du fibré de sa classe dans 
Ko(I''^,T) en oubliant l'action. 

□ 

Ceci nous amène à définir le niveau de R-scindement comme il suit : 

Définition 48. Le niveau de H-scindement d'une structure de Hodge mixte {Hq,W», F' , F ) 
est le nombre entier : 

a{H) = ci^MH)) = -ch2{^MHc,W,F-,F')) = i ^(^ + _ 

P,Q 

Cette définition constitue une généralisation de la notion de structure de Hodge R- 
scindée. 
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Proposition 38. Soit H une structure de Hodge mixte réelle, alors 

a{H) = La structure de Hodge mixte H est TL-scindée. 



Preuve: Si {Hq,W,, F' , f') est une structure de Hodge R-scindée alors a{H) = 0. Récipro- 
quement supposons que l'invariant a soit égal à zéro, le fibré de Rees associés aux filtration est 
alors trivial, ce, qui signifio que les scindements sont les mêmes sur cliacunes des cartes affines. 
Le scindement sur la carte de {W,,F') par les /^'"^ est donc le même que le scindement par les 
gp,Q = Grp.Grj:.Hc, scindement sur la carte de {F*, F ). Les 5^'^ étant envoyés sur les S'^'^, 
on a /P'' = 7^'^ pour tout {p,q), ce qui prouve que la structure est R-scindée. 

La réciproque peut aussi se voir de la façon qui suit : si a.{H) = 0, alors les classes de 
Chern du fibré sur le plan projectif complexe sont nulles et par la théorie de Donaldson ce fibré 
est donc trivial et donc la structure de Hodge mixte à laquelle il est associé est scindée. 

□ 



Remarques : • Notons H' = {Hc,W,, e .F') la structure de Hodge mixte R-scindée as- 
sociée à la structure de Hodge mixte H = (iîc, W,, F*). On vérifie que l'on a bien pour tous 
(p, q) h^jif = s^jiJ = dimc /^''^ et donc a{Hc, W„ e'^-^ .F*) = 0. 

• Pour des raisons de dimension, on a J2p,q{^^'' ~ ^^h^) — ^■ 

• De même 

p,q p q q p 

= ^p(dimc^''^ - dimcT"') + E «(dimc-F^ - dimci^^) 

p q 
= 0. 



• Il paraît possible que deux structures de Hodge mixtes H et H' aient les mêmes nombres de 
Hodge, des niveaux de R-scindement a{H) et Oi{H') égaux mais que leurs nombres kFjf et s^* 
ne soient pas tous égaux. 

• On peut démontrer directement par des considérations d'algèbre linéaire la deuxième impli- 
cation démontrée dans la proposition précédente. Supposons que a{H) = pour une struc- 
ture de Hodge mixte H. On veut montrer que dans ce cas pour tous (p, g) /^ '^ = f'^' ■ Sup- 
posons que ce ne soit pas le cas. Munissons 7? de l'ordre lexicographique. Soit (po,9o) le plus 
grand des éléments {p,q) tels que 7^'' ^ 7^'^ (rappelons que l'on a toujours égalité modulo 
Wp+q-2)- Soit 70° le sous-espace vectoriel de P^^'^^ de dimension maximale vérifiant l'égalité 
/î-O'So = Tq'^°. Il est donné par II"'"" = 7?"'* n?"'*. On a par hypothèse 7^"'«° C 7^-9. 
Ainsi, comme pour tous (p, (?) > {pQ,qo) l'égalité /i^'' = s^'^ est vérifiée, on en déduit l'iné- 
galité s^'"'" = dimc 7^"'* < dimc7P«'9» = /ig"'"" ce qui contredit l'hypothèse car le terme 
correspondant dans la formule de a contribue strictement positivement. 

4.4 Comportement du niveau de R-scindement par opérations sur les 
structures de Hodge mixtes 

Dans cette partie nous allons étudier le comportement de a lors des différentes opérations 
qui peuvent être faites sur des structures de Hodge mixtes. Ces opération sont héritées de la 
structure de catégorie abélienne et tensorielle de la catégorie des structures de Hodge mixtes. 
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Théorème 6. Pour H et H' deux structures de Hodge mixtes : 
(i) pour tout k€Z, a{H ® T{k)) = a{H). 
(u) aiH*) = a{H) où H* = }iomsHM{H,T{0)). 
{iii) a{H ® H') = a{H) + a{H'). 
{iv) a{H O H') = dim{H').a{H) + dim{H).a{H'). 

Preuve: (i) 

ip,q)&£H<giT(k} 
{p+k,q+k)e£H 

= aiH), 
d'après la remarque précédente. 

(ii) Il suffit d'écrire que £h' = {{—p, —q)\{Piq) G £h, s^^ï = s^^'~* et h^ï = h'^'~'^}, l'égalité 
en découle car tous les coefficients p + g sont au carré. 

(iii) £h®h' = £h' ■ Les filtrations de Hodge et la filtration décroissante associée à la ffi- 
tration par le poids de H (B H' se déduisent des filtrations respectives de H et H' par somme 
directe. Les dimensions des quotients sont donc faciles à calculer, on en déduit : pourp, q entiers, 
^^H%,H' — ^^H^ + ^^Hi 6t s^H%H' — ^'h' + ■^S'- découlc la formule voulue. 

(iv) D'après le lemme ?? : 

^p2{{Hc,W%F%TMHc',W'',F'\f''))^^p2{{Hc,W',F%T))(^^p.{{Hc\W'',F*',T')) 
Donc : 

ch^p2{{Hc,W,F',F') ® {Hc',W',F",F'')) = 

ch(Cp2 {{Hc, W^*, F», F*))).ch(Cp2 ((Fc', W", F", F*'))). 

Or les trois filtrations constituant une structure de Hodge étant mixte étant opposées, on a : 
chi(Çp2((i/c, VF',F',F*)) =0 et de même chi{^p2{{Hc' ,W' , F" ,f'')) =0. Ainsi : 
C2i^p2iiHc,W,F',F')^{Hc',W',F'^,F"))) = 

dimc(i/c')-C2(Cp=((ifc, W, F', F')))+dimc{Hc).C2{^P<{Hc', W" , F", f''))). 
Qui est l'égalité cherchée. 

□ 

On peut donc, d'après le {iii) du théorème, calculer a facteurs indécomposables par 
facteurs indécomposables. 

Corollaire 14. Soit H un structure de Hodge mixte et H = ®iHi sa décomposition en facteurs 
indécomposables, on a alors 

a{H) = ^ a{Hi). 

i 

Soient A = {Az,W^, FX,f\) et B = {Bz,W^ , F^,Fg) deux structures de Hodge 
mixtes. Nous pouvons alors définir suivant [M] ou [C] le groupe d'extension de B par A dans 
la catégorie des structures de Hodge mixtes, noté FiXt\ffjg{B,A). C'est à dire l'ensemble des 
classes d'équivalence à congruence prés des suites exactes de structures de Hodge mixtes : 

^A—^H—^B ^0 

Pour une structure de Hodge mixte H remplissant une telle suite exacte, on écrira : H G 
F,xt\^jfg(B,A). On a bien sûr : £h = £a^£b- Nous noterons pour tousp,ç € Z s^' (resp. s^^. 



98 



s^') les entiers suivants dimcGr^. Grp.Hc (resp. àimcGr'-L, Grp.Ac, àimcGr^. Gr^.Bc). 

On utilisera le même type de notation pour les nombres de Hodge h^'',h^'' et h^'' . 
Pour H ë Ext\^jjg{B,A) nous avons les égalités suivantes pour les nombres de Hodge : 

Pour tous p,qeZ,hPjf = hF/' + hFg" 

Une telle égalité pour les entiers s^'' n'est pas vraie en général ce qui met en évidence la 
sur-additivité de l'invariant a : 

Théorème 7. Soient A et B deux structures de Hodge mixtes et H G 'Ex.t]^fjg{B,A), alors : 

a{H) > a(A) +a(B) 

Preuve: Considérons la suite exacte de structures de Hodge mixtes qui donne l'extension 

^A^^H—^B ^0 . 

On en déduit, comme dans la preuve du corollaire 13 p. 93 la suite exacte de faisceaux sur 

ep^(A) ^p2{H) ^p2{B) ^ T , 

où T est de torsion. D 'après le lemme 30, ch2(T) > 0. Or ch2(T) = — C2(r) car le faisceau 
T est supporté en codimension 2 donc Ci(T) = 0. L'inégalité se déduit donc de la relation 

C2iip2{A))+C2{^p2{B)) = C2(Çp2(iî)) + C2(T). 

□ 

Corollaire 15. Soit H une structure de Hodge mixte, alors : a{H) > 0. 

Preuve: Toute structure de Hodge mixte peut être décrite comme extension successive de struc- 
tures de Hodge pures. En effet, si H est une structure de Hodge dont les poids varient entre et 
2n par exemple (on peut s'y ramener en tensorisant par une structure de Hodge de Tate, ce qui 
ne change pas la valeur de a d'après la proposition 6 p. 98), on a iî G Fixt]^ffg{Gr^H, W2n-iH). 
Ainsi par la proposition précédente a{H) > a{W2n-iH) + a{Gr^H) = a{W2n-iH) car 
Q{Gr^H) = 0, Gr^^H étant une structure de Hodge pure de poids 2n. De même W2n-iH G 
ExtM^5(Gr^_iiî,H^2n-2-ff) et donc a{H) > a{W2„-iH) > a{W2n-2H). En poursuivant 
ainsi : 

a{H) = a{W2nH) > a{W2n-iH) > a{W2n-2H) > ... > a{WoH) = 0, 
car WqH est une structure de Hodge pure. 

□ 

Remarques : • Avec Drézet et de Le Potier, [Dr-LeP], on voit que les fibrés vectoriels 
Cp2 {H^{X, C), W*,F','f') sont "connus". En effet, on est dans le cas où r > l,ci = et C2 < 0. 
• Soient Aet B deux structures de Hodge mixtes, il existe m{A, B) G Z (m = m{h'J^, h'^, t'J^, t'^)) 
tel que pour tout H G F,x.t\^ fjg{B, A) : a{H) G [a{A) + a{B), m{A, B)]. On a même plus : pour 
tout p e [ai A) + a{B),m{A, B)] il existe H G ExtM^s(S, A) tel que a{H) = p. On en déduit 
qu'étant donnés des nombres de Hodge h^''^ , il existe m{h-'-) tel que si H est une structure de 
Hodge mixte qui a ces nombres de Hodge alors a{H) G [0, m(/i ' )]. 

La suite de cette section est constituée une autre démonstration du théorème sur la sur- 
additivité de a. Cette preuve est une preuve qui utilise des outils d'algèbre Hnéaire alors que 
la preuve précédente est géométrique. Elle fournit des expressions de a qui par leurs formes 
permettront d'étudier les propriétés de semi-continuité de cet invariant. 
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Considérons la suite exacte de structures de Hodge mixtes donnée par la classe d'exten- 
sion H G Fjy±\jug{B,A). D'après le travail de la section 1.6.2 de la partie 1, on peut écrire le 
diagramme 



1 I I 

\ \ I 

I I V 

Te Tb 

\ \ y 



où, d'après la section précédente, les colonnes sont des suites exactes associées à chacunes 
des structures de Hodge mixtes A, H et B. La première ligne est une suite exacte car le foncteur 
^~2(., ., ., .,Triv') est un foncteur exact de la catégorie des structures de Hodge mixtes vers la 
catégorie des fibrés vectoriels sur P^. On obtient donc la relation entre les niveaux de R- 
scindement des structures de Hodge mixtes : 

a{H) = a{A) + a{B) + \Y.{p + qf{s^T + ^'b' " 

Cette relation est importante dans cette autre démonstration du fait que l'invariant a est sur- 
additif par extension : 

Notation : pour une structure de Hodge mixte •, on définit 

La démonstration du théorème utilise le lemme suivant ainsi que son corollaire : 

Lemme 36. Soient V\ et Vi deux espaces vectoriels, V = Vi (BV2 et tt la projection de V sur 
V2, i l'injection de V\ dans V . Soient Wi, W[ (resp. W2, W2) des sous-espaces vectoriels de Vi 
(resp. ¥2). SiW et W sont des sous-espaces vectoriels tels que i{W\) = Wr\Vi, i{W[) = W'CWi 
et tt{W) = W2,tt{W') = W'2, alors : 

dimc(VFi n W[) + dimc(VF2 n W^) - min(dimc(W2 H H^j)' dimc(Vi)) 

< dimc(W^nT4^') 

< dimc (Wi nW[) + dimc ( VF2 n T4^2 ) • 
Corollaire 16. Soient A et B deux structures de Hodge mixtes et H G E,xtMjfg{B,A), alors : 

V(p,g)ezxz fPf''-f^''-fP'i<o 

Preuve: (du corollaire) D'après la construction de H G Ext]^fjg{B,A) (c'est à dire une classe 
de suite exacte — > A H B — > 0) suivant [M],[C], pour tout {p,q) S Z x Z, 
on est exactement dans le cadre du lemme précédent avec : Hq = Ac ® Bc, Wi = F^, 
W[ =F\,Wr=Fl,W'y=F\,W = Fli,W' = F\. Par construction de la filtration de 
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Hodge et sa filtration opposée sur l'extension, on a i{F^^) = Ac H F^^, i{F\^) = Aq H -Fjfc 
et 7r(F|^^) = Fg^, 7r(F^^) = par stricte compatibilité des morphismes de structures de 
Hodge. 

□ 



Preuve: (du Icmme) Ecrivons sous forme matricielle les coordonnées des sous espaces vectoriels 
W et W dans V = Vi (B V2 i.e. les représentations matricielles des points W et W dans 
les grassmanniennes G{V,àimcW) et G(V, dimcW^')- On note MiSev la matrice représentant 
Sev C Vi dans G(Vj, dimcSet;) pour i e {□,1,2}. La base de V prise pour la représentation 
matricielle est la réunion des bases de Vi et V2. Alors : 



MW 



MiWi 
Al 





M2W2 



et MW 



MiW{ I 

où Al et A2 sont des matrices quelconques de dimension dimcW''2 xdimc^i et dimcVF^ ^dimcVi 
respectivement (on vérifie que ce sont bien des sous-espaces vectoriels tels que i{Sevi) = SevOVi 
et Tr{Sev) = Sev^)- Comme pour deux sous-espaces vectoriels on a l'égalité sur les dimensions : 
àim{Sev\ fl Sevi) + àim{yect{Sev\,Sev2)) = dim(S'eî;i) + dim(S'eî;2), connaître la dimension 
de Vect(W, W) nous donne la dimension cherchée. Il s'agit donc de trouver le maximum des 
dimensions des matrices extraites de déterminant non nul de la matrice : 



MW = 



MiWi 
Al 





M2W2 



\ 



MiWl I 

A[ I M2Wi 

Une telle matrice contient des lignes et colonnes obtenues à partir des matrices extraites de 
déterminant non nul de dimension maximale pour les sous-espaces engendrés Vect{Wi,W{) et 
Vect{W2,W2) i.e. les lignes et colonnes complétées à partir de telle matrices extraites dans : 



MW 



MiWi 
MiW[ 



et MW 



M2W2 
M2W^ 



On peut donc trouver une matrice extraite de déterminant non nul de dimension au moins 
égale à àimVect(Wi, W{) + àimVect{W2, W2). On peut ajouter à cela au plus min(dim {W2 fl 
T4^2)idimyi) Hgnes et colonnes pour obtenir une matrice de déterminant non nul. D'où l'iné- 
galité : 

dimiVectiWi, Wi)) + àim{Vect{W2, W^)) < àim(yect{W, W')) 
< àim{V ect{Wi,Wi)) + àim{Vect{W2, W^)) + min(dim (W2 n W^), dim Vi) 

En découle l'inégalité voulue en passant aux codimensions. 

□ 



Preuve: (du théorème) Comme £h = Sa^ £b est un sous-ensemble fini de Z x Z, on peut 
trouver k € Z et N e Z tels que £H^T{k) = ^A^T{k) U SB^T(k) C [0,A''] x [Q,N]. D'après le 
théorème 6 [i), régalitc n'est pas modifiée par tcnsorisation des structures de Hodge A,B et 
H par une structure de Hodge de Tate. Tensoriser les structures de Hodge dans une extension 
par une structure de Hodge de Tate T{k) induit un isomorphisme entre 'Ëyii]^ug{B,A) et 
Extj(^^5(S (g) T{k),A (g) T{k)). Quitte à remplacer les structures de Hodge A,B et H par leurs 
tensorisccs par T(fe), on peut ainsi supposer que £h C [0, N] x [0, iV]. La proposition se ramène 
donc à montrer que : 

a{H) - a{A) - a{B) = \ ^ {p + qf{s^j:^ + s^" - > 

(p,ï)e[o,w]x[o,]v] 

Pour une structure de Hodge mixte •, on a les suites exactes suivantes : 



101 











Fi+'nFl 



■ FP+^Grl 



F. 



Fi n fI 



FiGr- 



F. 







Et donc la relation sur les dimensions : 

gP,q — jp,q _ jp+i,q _ jp,q+i _|_ jp+i,q+i 

Posons «(•) = a~^{*) — (a) où Q;+(») est constitué des termes de la somme avec les nombres 
de Hodge et 0!~(») est constitué des termes de la somme qui comportent les entiers s»'''. Comme 
pour tout (p, q) € Z h^'^ = h^'' + h^'' , est additif. Montrer que a est sur-additif revient 
donc à montrer que a~ est sous-additif. On a : 



{p,q)e[0,N]x[0,N] {p,q)e[0,N]x[0,N] 



On effectue un changement d'indice sur les sommes, comme pour tout p, = 0, pour tout 

fP,q + 



q, jr'-' = : 



""(•) = è E(p,g)e[i,jv]x[i,JV] [iP + 9)' - (p + 9 - 1)' - b + 9 - 1)' + + a - 
5 E,e[o,iV] [(0 + 9)2 -(0 + 9- 1)^1. f°'« 



+èE 



2 l^pe[i,N] 



p,0 



fO,q 



«-(•) = èE(p,,)e[i,iv]x[i,Ar](2M + 4)/r + è E,e[o,Ar] (2? - 1)./^ + è Epe[i,iv](2p " 1)/^ , 
que nous écrirons, afin que les coefficients des f^''' sous les ^ soient tous positifs, sous la forme : 

Ainsi : 

a{H) - a{A) - a{B) = a- {H) - a" (A) - a-{B) = \ E(p,,)e[i,iv]x[i,iv](2p9 + 4) [./^'^ - fT ' 



/r +iE,e[i,iv](29-i) +èEpe[i,iv](2p-i) 



0,0 



/S 



/iî° ~ /^'° ~ /b ° = dimciî — dimc^ — dimc-B = 0, donc tous les coefficients des fi''^ dans les ^ 
étant positifs, d'après le lemme précédent, pour tous (p, q) e [0, N] x [0, N], /^''^ — /^'^ — ^ < 0. 
D'où le résultat. 



□ 



De la formule explicite de a dans la preuve du théorème nous tirons le lemme suivant : 

Lemme 37. Si Von considère une famille de structures de Hodge mixtes paramétrées par une 
hase S, alors en tout point s € S , as = aj" — a~ où af est constitué des nombres de Hodge en 
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s et 

(p,9)e[i,JV]x[i,JV] ge[i,N] pe[i,N] 



4.5 Calculs de niveaux de R-scindemment a de la cohomologie 

D'après Deligne [Del2], [Del3], les groupes de cohomologie des variétés algébriques (sché- 
mas de type fini sur C) sont munis de structures de Hodge mixtes. Dans cette section, on donne 
des exemples de calcul de l'invariant a pour des structures de Hodge mixtes qui viennent de 
la cohomologie de variétés algébriques. Pour ce faire nous explicitons quelques constructions de 
ces structures de Hodge mixtes. Précisons d'abord certains cas pour lesquels l'invariant a est 
nul. 

a est nul pour toutes les structures de Hodge mixtes R-scindées, ce qui comprend : 

• Toutes les structures de Hodge pures. 

• Plus généralement, toutes les structures de Hodge mixtes de longueur inférieure ou 
égale à 2, comme par exemple : 

— Les structures de Hodge mixtes sur la cohomologie des variétés projectives à 

poids ([Dol]). 

— La cohomologie des variétés à singularités logarithmiques cf [U]. 

Soit X un schéma de type fini sur C, pour tout A; € Z, on peut lui associer l'entier 

akiX) = a{{H\X, C), W\ F\F')). 

Proposition 39. {i) Soit X une variété algébrique, X' sa normalisée et X sa complétée, alors 
pour tout fc ë Z ; 

ak{X) > akiX') et ak{X) > ak(X). 

(ii) Plus généralement, si f : X est un morphisme qui induit un morphisme injectif (resp. 
surjectif) sur la cohomologie f* : H'^{Y, C) H^{X, C), alors, pour tout k G Z : 

ak{X) > ak{Y){resp. ak{Y) > Qfe(X)). 

Preuve: {i) se déduit de {ii) à l'aide de [Del3], proposition (8.2.6) : l'application de la normalisée 
X' vers X induit un morphisme surjectif en cohomologie, l'application de X vers sa complétée X 
induit un morphisme injectif en cohomologie. La catégorie des structures de Hodge mixtes étant 
abélienne, on peut écrire des suites exactes à partir des surjections et injections de structures 
de Hodge mixtes et donc pour prouver {ii) , on écrit les extensions correspondantes à ces fièches 
injectives ou surjectives et on utiHse le théorème 7 p. 99. 

□ 

Proposition 40. Soient XetY deux variétés algébriques, alors : 

i—k 

ak{X X F) = E dimc(iî'=-*(r, C))ai{X) + àimc{H\X, C))ak-i{Y). 

i=0 

Preuve: D'après [Del3], proposition (8.2.10), les isomorphismes de Kiinneth sur la cohomologie 
H*{X X y, C) = H*{X, C) (8) H* (Y, C) sont des isomorphismes de structures de Hodge mixtes. 
On applique {iii) du théorème 6 p. 98 à la somme donnée par la formule de Kiinneth, puis le 
{iv) à chacun des facteurs. 

□ 
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4.5.1 Détails des filtrations et calcul de a pour les courbes algébriques complexes 
de genre ou 1 

Soit X une courbe algébrique sur C, X' la normalisée de X et r : X' —> X le morphisme 
qui s'en déduit. Soit X la courbe projective non singulière dont X' est un ouvert dense et X 
la courbe déduite de X en contractant chacun des r~^{s) pour s ^ X . Notons r le morphisme 
X ^ X, et les inclusions respectives de X dans X et X' dans X . Soit S l'ensemble fini 
X — X. D'où le carré cartésien suivant : 



Y 

x^x 

Proposition 41. [Del3] La cohomologie de X est donnée par donnée par : 

H\X, C) = Hi(X, [O^ 4 r.Çl)^,{logS)]) 

de plus 

Proposition 42. [DelS] La fiUration par le poids est donnée par : 

Wi{H\X, C)) = Im{H^(X, C) ^ H^{X, C) 
Wo{H\X, C)) = Ker{H^(X, C) ^ H^(x', C). 

De plus la suite spectrale définie par la filtration bête de [O^ rf:fl^,{logS)] dégénère 
en El et aboutit à la filtration de Hodge de H'{X,C). 

Calculons l'hypercohomologie du complexe [O-^ — * rt:fl^i{logS)]. Pour un complexe de 
faisceaux {IC*,d) sur une variété X muni d'un recouvrement acyclique U = {Ui)içi, l'hyperco- 
homologie H*(X, /C*) du complexe est définie comme étant la cohomologie du complexe total 
(j(p.q) ^ CP{îy(,S,d) où d est l'opérateur du complexe et S celui de Cech associé au recouvre- 
ment. H*(X, /C') est l'aboutissement des suites spectrales définies par les filtrations évidentes 
de Cff'^) (cf [G-H]). 

Le complexe double associé à [C^ rt:^î^^,{logS)] est donc ici, relativement kU : 

(*) 



C''{\[,Uur,n}^,{logS)) ^ CHY[^^^^U,nUj,r,n}^,{logS)) 

Pour voir dans (X, C) les diflFérents sous-espaces associés à la filtration par le poids 
Wo, Wi,W2, on utilise la proposition précédente qui se traduit par : 

WiH^X, C)=H\X, [Oj^^r^nl^,]) 

et comme annoncé : 

W2H\X, C) = U\X, [Oy S r,ÙL,{logS)]). 
On peut donc "démonter" l'étude de l'hypercohomologie comme il suit : 
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(**) ^(UiWi.Oy) 



C°{UiUi,r,nl^,{logS))- 



où le diagramme au deuxième plan fournit la cohomologie de la complétée de la courbe X qui 
est isomorphe à WiH^{X, C). 



4.5.2 Exemple de avec quatre points marqués 

Explicitons la décomposition précédente sur le premier groupe de la cohomologie (X, C) 
de la courbe X obtenue à partir de avec quatre points distincts distingués {pi,P2, Pi, (5i}(dans 
l'ordre) dont on a enlevé les deux premiers pi et p2 et recollé les deux autres Pi,et Q\. (Pour 
une justification du recollement, voir [S], chapitre IV., partie 3.). 

Pour effectuer le calcul, utihsons le recouvrement standard de P^ par les cartes affines de 
coordonnées U = 'P^ — {oc} munie de la coordonnée u et V = P""^ — {0} munie de la coordonnée 
V. On notera UV l'ouvert intersection des deux cartes. 

Nous commencerons par calculer la cohomologie de courbe complétée X. Soit / e 
C^{UV, O^) (on choisira u = comme coordonnée d'écriture sur UV). Alors / et df peuvent 
s'écrirent : 

/(") = J2°°co et df{u) = X;!°oo «flnu""^ 
Prenons pour g G C'^{U Y[V,r^fl^,), go{u) égal à la partie de dg{u) à exposants positifs en u 
et gi{v) la partie de dg{u) correspondant aux exposants négatifs en u. Alors, on a, pour tout 
ueUV : 

H9o,gi)iu) = dg{u) 

Donc tout élément de C^{UV, O^) voit son image par d dans C^{UV, r*fÛ^,) annulée par l'image 

par ô d'un clément de C"(W U V, r«n^,), donc l'hypercohomologie Hi(X, [O^-^rM^,]) c'est 
à dire la cohomologie du complexe 

C°{U U V, O^) C\UV, O^) e CO(ZY u V, r.O^,) C\UV, nfî^,) 
est déterminé par l'image par 5 de C*^ (W ]J V, ) dans C^(WV, O^). 

Nous avons donc à chercher quehes sont les images des éléments (/lo, ^i) € C^{UY[ V, O-^). 
Comme X est donnée par avec deux points P\ et Q\ identifiés, on doit donc avoir f{Po) = 
f{Qo) et comme plus haut, on peut montrer qu'il existe un élément {ho,hi) G C^{UY[V,Opi) 
tel que ô{ho,hi) = f. Cet élément n'est cependant pas forcément dans C^{UY[V,0^) mais 
l'on a : 



/(Pi) = /lo(Pi) - /ii(Pi) = /lo(Qi) - hi{Qi) = f{Qi) donc il existe A tel que 
ho{Qi) = ho{Pi) + A et fti(Qi) = /ii(Pi) + A 
Posons K = ho- et h[ = hr - X{^^^). Alors h',{Q,) = K{P,) et h[iQ,) = 
h'i{Pi) donc ces éléments sont bien dans C'^{hl UVjOjf) et hç,{u) — hi{u) = /(?i) — A( ^^ "^^ — 
^ ) et donc le coker de ô est engendré par l'élément ( " "^^ ^ '"^^ ). 
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Cet élément est l'image d'un générateur de H^{X,C), il provient de la boucle dans X 
formée par l'identification de deux points dans (de premier groupe de cohomologie trivial). 

Afin de déterminer ai{X) = a{H'^(X,C)), calculons F^Ii^(X,[Ox nnL,{logS)]). 
C'est la partie de la cohomologie qui vient du noyau de la flèche 

ô : C°{UY[v,nn^,{logS)) ^ C\U nV,nn^,{logS)). 

Il suffit donc de prendre une forme qui n'est pas exacte w € C^{L( fl V, ri,fl^,{logS)) et prendre 
(w.w) e C"{Ul[V,rM^,{logS)). D'où le lemme, 

Lemme 38. On peut donc prendre pour générateur de F^H^{X, C) la forme 

, 1 1 
u = ( )du. 

U — pi U— P2 



Calcul effectif du niveau de R-scindement de la courbe X 



Pour calculer le niveau de R-scindement associé à la structure de Hodge mixte du premier 
groupe de cohmologie de la courbe il faut déterminer en termes de dimension les positions 
relatives de la filtration de Hodge et sa filtration conjuguée, c'est à dire les dimensions des 
intersections deux à deux des sous-espaces vectoriels qui composent les deux filtrations, de 
Hodge et conjuguée. Comme elle est de niveau 1, il suffit de trouver la dimension 

^m{x,c) = àimcF^H\X,C)r\F^H\X,C) 

qui est ou 1. La filtration de Hodge induit une filtration sur le dual du premier groupe de 
cohomologie par : 

HhniX, C) - H},^,JX, C) = iH,{X, C))* = {H,{X, Z) ® R)* ® C 

Choisissons des générateurs de Hi{X, Z), 70 et 71. Ces générateurs serviront de base de Hi{X, R) 
puis de base invariante par conjugaison complexe de Hi{X,C). Pour 70 prenons le lacet qui 
serait homologue à dans XUpo et pour 71 un lacet décrivant la boucle formée par l'identifica- 
tion des deux points. Le résultat ne dépend pas du choix des générateurs du Hi puisqu'un choix 
différent revient à multiplier la matrice des périodes par une matrice à coefficients rationnels et 
préserve la colinéarité complexe. Intégrons donc u) sur les cycles : 

< w,7o > = / w — 2TTi (c'est le résidu de lo en pi), 



< w, 71 > = / w 



fPi fQi i i 
(/ -/ )( )du 



= [log( 



U-p2 '^^ 



Ql -P2 Pl- P2 

L'intégrale entre les points Pi et Qi sur la courbe X' désingularisée de X représente en coho- 
mologie le cycle créé par l'identification de ces points dans X', boucle non nul-homologue dans 
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X. 



Notons {Qi,Pi,Pi,P2) ■■= { q[_11 )/{ ^^_11 ) le birapport des quatre points Qi.Pi,Pi,P2 
(lorsque au moins trois d'entre eux sont différents). Si l'un d'eux est l'oo le birapport peut être 
défini en passant à la limite par {oo, Pi,pi,p2) ■= p^Zpl 

Avec cette notation on a < w,7i >= log((5i, Pi,pi,p2)- Supposons qu'il existe A G C tel 
que le vecteur de (< ^,70 >,< w,ji >) soit proportionnel (complexe) au vecteur obtenu 
par conjugaison : 

(27ri,log(|t5f^) - log(^)) = A(27ri,log(|^)-log(^)) 
Comme l'action de PGL{1) sur est transitive sur trois points, on peut supposer sans changer 
la condition de colinéarité que l'on a pi = 0,p2 = 1 et Pi = 00 (on garde la notation Qi pour 
son image par r), d'où log( Q^~^^ ) — log(^^^) = log(^3j). Or la colinéarité impose que 
A = — 1 et donc que log{-^^) soit un imaginaire pur c'est à dire que Qi soit sur la droite 
K(u) = i. Donc : 



^m(x.c) = àimcF^H\X, C) n F H^X, C) = 1 si Qi e n{u) 



\ ^]i\x c) ~ autrement, et alors s^jfi^-^ ç,^ = 1 et s^jfi^-^ ç,^ = 1. 
Comme 



Proposition 43. Ainsi le niveau de TL-scindement du premier groupe de cohomologie de X = 
Xq^ est donné par : 

r ai{X) = a{H^{X, C)) = si Qi e Mo,4 - {îî = è) 
\ ai{X) = a{H^{X, C)) = 1 siQi e = i} 

4.5.3 Généralisation sur P^ 

Soit X =P^ avec m points enlevés pi, ...,Pm et 2n points identifiés Pi,Qi, Pn, Qndeux 
à deux (on identifie Ph à Qk pour tout k € [l,n]). H^{S,C) est de rang m + n — 1, il est 
engendré par m + n — 1 éléments dont n proviennent des boucles formées par l'identification 
des points et m — 1 représentent les lacets autour créés par la non-complétude de X . Le calcul 
de riiypercohomologie est similaire au précédent, on recouvre X = par les deux ouverts 
standards U V munis des coordonnées u et v. Comme générateurs de F^H^{X,C) on peut 
prendre les éléments Ui = ( ^^^ — )du avec i G [l,m — 1]. "Filtrons" l'homologie par 

la filtration de Hodge : Désignons par j G [l,m — 1] les générateurs de Hi{X,C) qui sont 
liomologues à zéro dans XLipj et par (3j,j e [1, n] les lacets éléments du Hi{X, C) représentants 
les boucles données par Pj = Qj respectivement et ne passant par aucun autre point Pk = Qk 
pour k G [l,n]. 

Les Pj ne sont pas définis canoniquement mais modulo les . Changer la base du premier 
groupe d'homologie ne modifie pas les conditions de colinéarité dans la matrice des périodes 
car cela revient à la multiplier par une matrice à coefficients rationnels. 
Filtrons 0"*+""^ par F^, on obtient alors m — 1 vecteurs : 
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(< ai,uji >,...,< «TO-ij^j >,< (3i,uJi >,...,< Pn,i^i >) pour i e [l,m- 1] 

et on regarde s'ils sont colinéaires complexes à leur conjugué. On obtient une matrice A = 

{B, C) e Mat 

(m— i)x(m+n— i)(C') telle que les coefficients de .B — — ij sont 

donnés par : 

bij = 2'K\f^-i si i = j 

hij = — 27r-/^ si i = j + 1 
bij = sinon 

où les coefficients sont donnés par les résidus des formes qui Wj. Les coefficients de C = 

[l,m-l] je[m,n+m-l] SOnt : 

= ^og{pi,pi+i,Pj,Qj) 
La matrice des périodes A = {B, C) est donc : 



/ 2v^7r 



A 



\ 











Cij = {logipi,Pi+i,Pj,Qj)) 



Les vecteurs lignes de la matrice A engendrent l'image de F^H^{X, C) sur Hi{X, C) et donc 
calculer •'^^^{(^xc) ~ dimc (X , C) fl F H^{X,C) revient à calculer le rang de la matrice 

A \ 

€ Mat(2m-2)x{m+n-i){^) ■ D'aprés la forme de B ceci revient à voir si chaque vecteur 



A 

colonne de A est opposé à son conjugué, or : 

Ci,j = -Cij ^ log(pi,pi+i,Pj,Qj) 



-log{p.,,Pt + i,Pj,Qj) <^ \c^J \ = 1 



Finalement notons Mo.m+2n l'espace des modules des courbes stables de genre sur C avec 
m + 2n points marqués {pi, ...,p,n, Pi, Qi, Pn, Qn)- H est naturellement isomorphe à (P^ — 
{0, 1,00})™+""^ — A où A est la grande diagonale définie par l'ensemble des n — 3-uplets dec 
points de (P^ — {0, l,oo}) tels que deux au moins coïncident. Ainsi : 

Proposition 44. Le niveau de H-scindement de X est donné par 

ai{X) = (m - 1) - card{i e [l,m - 1] | Vj e [TO,m + n - 1] ,\log{pi,Pi+i, Pj,Qj)\ = 1}. 



Remarque : Pour tout i,j G [l,m — 1] x [m, m + n — 1], il existe r e PGL{1) tel que 
T{Pi,Pi+i, Pj,Qj) = (0, 1, oo, T((5j)) et donc le vecteur ligne i est colinéaire à son conjugué ssi 
pour tout j e [m, m + n — 1] il exite un élément r € PGL{1) tel que T{Qj) appartienne à la 
droite de partie réèlle 5. 



Remarque :(Sur les éléments de H^(X, [O^ r^fl^, {log S)]) qui ne sont pas dans 

F^H^X, [OxSrM^,{\ogSm. 

D'après le travail fait sur P^ avec deux points identifiés, la partie du H^{X, C) ne provenant 
pas des formes logaritmiques est donnée par : 
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Ce sont les éléments de H^{X,C) qui proviennent de H^{X,C), créés par les boucles sur 
vonant do lïdontiflc'ation dos points P,; ot Q,;. Le rostc do la cohomologie est donné par la non 
complètude de X i.e. par les éléments de H^{X' ,C), exhibés plus haut. 



4.5.4 Les courbes de genre 1 

Soit X une courbe algébrique de type finie sur C et de genre arithmétique 1 avec m 
points enlevés pi, ■■■,Pm et 2n points identifiés deux à deux Pi, Qi, Pn, Qn- X est isomorphe 
au quotient de C muni de la coordonnée z par le réseau Az = Z + Zr où r € C et Im{T) > 0. 
Cherchons les générateurs de F^H^{X,C). D'après [Del3] ce sont les éléments qui proviennent 
de H\X',C). 



Proposition 45. [Mum2] La fonction \E'(-z) 



Ei—k~l \ 
i=l 



£ log{e{z-at))+cste avec J2l=i ^ 



1 est périodique pour Az avec des pôles simples aux points aj + |(l + T) et résidus \i, où 9 est 
fonction thêta sur la courbe elliptique donnée par Az, 0{z) = X^„gz exp(7rv'— l'î^ + 2ny/—lnT). 



On peut donc prendre comme formes génératrices de F^H^{S, C) : 
J ojq = dz et 

\ = d{\ogi9{z -Pi- i(l + r))) - \og{9iz ~ - i(l + t)))) oùi G [1, m - 1] 

Soient ao,cti, ...,am, Pi, Pn des générateurs de Hi{X,C) tels que aj pour j G [l,m] 
soit homologue à zéro dans X U pj et /3j est un élément représentant en homologie la boucle 
dans X' obtenue par lo rocollcmont Pj = Qj (les éléments Pj sont définis modulo les aj). 
Fitrons C™"^""''^ par F^, cela donne m vecteurs : 

(< Hi,u>i >) = (< ao,u)i >,< aijUJi >,...,< am,oJi >,< Pi,u)i >,...,< /3„,Wi >) pour 
i G [l,m]. Les < aj,cOi > sont donnés par les résidus des générateurs de F^H^ et les < Pj,cOi > 
sont donnés par intégration le long des boucles Pj i.e. sur X', par l'intégration de la forme Wj 
de Pj à Qj : 



< pj,uji >= uji = d{log{eiz -Pi- 1(1 + r))) - log(^(^ - ft+i - i(l + r))) 
I.e. < >- iog(^(Q^_^^^^_i(i+^))j - ^ogU(p,-p.+i-i(i+r))) 
d'où la matrice ^ = (S, C) où S est une matrice de dimension m x m+ 1 et C une matrice mxn. 



( 



A = 



1 

Al 



-1 
1 -1 







Cil 



e((3j-p.-è(i+T)) 



V A™_i ... 1 -1 
où i e [1, m — 1] et j € [1, n] et les A sont dans Z. 

Pour calculer le niveau de R-scindement, il faut donc déterminer si \og(-^^^—^ — ^tttt-Ht)- 



^ e{Pj -Pi+i - i (l+r)) ' '"6^ e(Q,- -pi+i -T(l+r)) 

tion des points Pi,Pi-^-l,Qj,Qj-^-l. D'où : 



-log( 



HPi-Pi-hi^+-r)) 

9(P,-Pi+i-i(l+r)) 



) suivant la configura- 
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Proposition 46. Le niveau de Tl-scindement de X est donné par ai{X) = (m — 1) — card{i € 

[1, m — 1] I V? € [m, m + n— 1] , | 

e(Q;-p.-i(i+T)) ^ _ , . e(p^-p.-i(i+^)) _ 



^°g>^9(Q,-p,+i-i(l+r))^ ^°gVe(P,._p.+,_i(l+^))J/- 



4.6 Traduction des extensions de structures de Hodge mixtes en ter- 
mes de fibres de Rees 

4.6.1 Ext^ des structures de Hodge mixtes 

Nous allons étudier les extensions de structures de Hodge mixtes (cf Annexe A pour les 
définitions et propriétés classiques des extensions de structures de Hodge) dans le language des 
fibres de Rees équivariants. 

On se limite dans cette section aux structures de Hodge mixtes de rang 2 obtenues comme 
extensions de structures de Hodge de rang 1 dans la catégorie Catcn-MHS- 

Considérons une structure de Hodge de rang deux H qui est une extension de deux 
structures de Hodge de Tate A = T{—p) et B = T{—q) telles que p < q. Vient la suite exacte 
de structures de Hodge mixtes 

O^A^H^B^O. 
Cette suite exacte se traduit par le théorème 5 en la suite exacte dans la catégorie 

•^*^Pj-semista6ies,([i=o(P^/T^) 

Cette suite exacte dans la catégorie des faisceaux se transforme en couple de suite exactes 

O^U^^H ^ Coker 0, 

^ Coker ^ ^ Ot ^ 0, 

où T est un sous-schéma de codimension 2 supporté au point (0:0:1). Soit Tt le faisceau 
d'idéaux qui correspond à T, on a alors la suite exacte 

^ ^Tt Ot ^ 0. 

Ceci permet d'avoir à considérer les extensions (équivariantes) de faisceaux de rang 1 dans la 
catégorie des faisceaux cohérents de la forme 

^ a ^ (g) Jt 0. 

Etude Ext^(L'(g) JT,i) 

Ici L et L' sont deux fibrés en droite sur une surface lisse projective X et T un schéma 
de codimension 2. 

L'étude de ces extensions est faite dans le chapitre 2 sur les faisceaux cohérents de [Fri]. 
Pour calculer les extensions globales, on passe par une suite spectrale dont le deuxième terme 
est 

El'" =HP{X,£xt'i{L' ®It,L)) ^ Extî'+«(L'(g)ZT,L)). 
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Lemme 39. (Lemme 7, p. 36, [Pri]) Soit R un anneau local régulier et I = {f,g)R un idéal de 

R engendré par deux éléments premiers entre eux, alors : 

(i) Homi{(/, iî) = R et Visomorphisme est engendré par l'application naturelle de restriction 
llomR{R,R) RomRiI,R), 

(ii) Hom/fX/, /) = R et Visomorphisme est encore induit par l'application de restriction, 

liii) Ext^il, R) ^ Ext^iR/I, R) ^ R/I, 
{iv) Ext^(/, R)^0 pour k>2. 

La suite spectrale se ramène par le lemme à une suite exacte longue 

0^ iî^(L'-i® L) ^ Ext^(L'® Jt,^) H°{£xt^{L' (E)It,L)) H^{L'-^®L) ... 

Dans le cas d'une surface £xt^{L' ® Xt, L) = Ot- 

Reste à voir si l'extension est juste un faisceau cohérent ou bien un faisceau localement 

libre... 

Extensions équivariantes 

Pour calculer les ExtQ(J^, Ç/) dans la catégorie abélienne des faisceaux équi variants on 
utilise la suite spectrale 

=iîî'(G,Ext«(J-,e)) ^ Ext^+«(J-,e). 

Lorsque G est un groupe réductif, il n'a pas de cohomologic supérieure et alors les groupes d' 
extensions équivariantes sont donnés par les extensions invariantes par 1' action du groupe, i.e. 

Extg(jr,Ç) ^Ext"(jr,0G_ 

Nous utilisons ce résultat dans le cas de l'action du groupe réductif G qui est le tore qui agit 
sur le plan projectif complexe. 

4.6.2 Ext*" des structures de Hodge mixtes, p> 1 

Les extensions supérieures de structures de Hodge mixtes sont étudiées dans [C-H] à 
l'aide de resolutions projectives relatives. 

Nous donnons une démonstration géométrique du fait suivant 
Proposition 47. [C-H] Soient A et B deux structures de Hodge mixtes, alors, pour toutp > 1, 

ExeMHsiB,A)=0. 

Preuve: Le lemme précédent {iii) montre que tous les £xt^ locaux sont nuls pour p > 1, il en 
va donc de même pour les Ext^ globaux. On conclut par 

Ext^HsC^'^) = Ext^(CB,a) ^ ExtP{^B,Uf = 0. 

□ 
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5 Stratifications et variations de structures de Hodge, per- 
spectives 

5.1 Variations de structures de Hodge mixtes 

5.1.1 Rappel : variations de structures de Hodge 

Soit Vc un système local complexe sur une variété S. Ici S désignera un schéma lisse 
projectif sur C ou respectivement une variété complexe lisse. Alors le fibré vectoriel algébrique 
(resp. holomorphe) V := Ox 'Sic Vc associé à ce système est muni d'une connexion intégrable 
V dont l'espace des sections horizontales est Vc- 

La définition qui suit peut-être donnée en remplaçant R par tout sous-anneau A de R, 
mais nous n'avons pas besoin de ce contexte plus large car toutes les constructions de l'étude 
précédente ne concernent que les structures sur R et C. 

Définition 49. Une variation polarisée de structures de Hodge de poids n sur S consiste en la 
donnée d'un système local de ^-vectoriels de rang fini Vr ainsi que 

(i) d'une filtration décroissante ...JFP+^ c J^'^... du fibré vectoriel V par des sous-fibrés 
vectoriels, 

(ii) une forme bilinéaire plate Q : Vr Vr R(— n) tel que : 

(a) la transversalité de Griffith soit satisfaite, Le. 

(h) pour tout s G S , le H-module Vr,, muni de la filtration J^' et de la forme 
bilinéaire Qs sont la donnée d'une structure de Hodge polarisée de poids n. 

La situation typique dans laquelle arrivent les variations de structures de Hodge polarisées 
est lorsque est donné un morphisme lisse et projectif f : X ^ S entre deux variétés quasi- 
projectives sur C, le système local étant donné par Vr := if!"/*R, cf [Grl]. 

5.1.2 Définition des variations de structures de Hodge mixtes 

Dans la situation géométrique décrite ci-dessus, si l'on enlève la condition de lissité et/ou 
de propreté du morphisme /, alors sur un ouvert dense, la famille paramétrée par / donne lieu 
à une famille de structures de Hodge mixtes. Pour tout .s dans l'ouvert dense, les groupes de 
cohomologie de la fibre f~^{s) sont équipés de structures de Hodge mixtes. Ceci mène à la 
notion de variation graduehement polarisée de structures de Hodge mixtes. 

Comme pour les variations de structures de Hodge, on se hmite ici à définir les variations 
de structures de Hodge mixtes à système local sous-jacent réel, mais la définition peut être 
donnée pour tout système local de A-module avec A sous-anneau de R. 

Définition 50. [Ste-Zu] Une variation graduellement polarisée de structures de Hodge mixtes 
sur une variété S consiste en la donnée d'un système local de H-vectoriels de rang fini Vr ainsi 
que 

(i) d'une filtration croissante ...W^ C W^+^... du système local Vr, 
{ii) d'une filtration décroissante C J^^... du fibré vectoriel V = Vr Sos par 

des sous-fibrés vectoriels, 

{iii) une suite de forme bilinéaires plates, 

Qk : Grr(VR) ® Gr^iVn) - R(-fc), 

tels que : 

(a) la transversalité de Griffith soit satisfaite. 
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(6) la donnée de Gr^ , de la filtration induite par T* sur Os Gr^ et de la 
polarisation Qk soit celle d'une variation de structures de Hodge de poids k . 

5.2 Etude des stratifications associées aux variations de structures de 
Hodge mixtes : notions préliminaires 

Les premières sections sont préparatoires, on introduit d'abord les fibrés universels sur 
les variétés de drapeaux, on rappelle quelques notions d'amplitude qui seront nécessaires pour 
appliquer les théorèmes sur les dégénérescences de fibrés vectoriels. 

5.2.1 Fibrés universels, variétés des drapeaux généralisés, amplitude 

Variétés des drapeaux 

Soit V un espace vectoriel complexe de dimension finie muni d'une filtration F* exhaus- 
tive et décroissante : 

{0} = C F" C ... CF° = V. 

Nous construisons ici une variété qui paramctriso toutes les filtrations de cette forme sur 
V. Notons = dimcFPV. Il s'agit donc de trouver une variété dont les points paramétrisent 
l'ensemble des filtrations exhaustives et décroissantes de V, F* telles que = dimcF^V. 

Proposition 48. // existe une variété algébrique lisse compacte Flag(/", ...,/", F) qui 
paramétrise toutes les filtrations exhaustives et décroissantes, on l'appelle variété des drapeaux 
associée à {V, f , f , f^) . 

Remarque : Dans l'écriture de Flag(/°, ...,/", F), on peut omettre p = dimcV^ 
qui est implicite comme dimension de V. 

Remarque : La variété des drapeaux décrite ici est une généralisation de ce que l'on entend 
par variété des drapeaux habituellement où les drapeaux sont pris comme étant les suites de 
sous-espaces vectoriels {0} = Fq c F^ c ... C Fn = V avec dimcFi = i, i.e. des drapeaux 
complets. 

Avant de donner la preuve de la proposition, pour fixer les notations, nous allons rappeler 
la construction des grassmaniennes ([Gr-Ad], [Hir] par exemple). 

Définissons la grassmanienne des sous-espaces vectoriels complexes de dimension k de l'es- 
pace vectoriel complexe V de dimension m, grass{k, m) (que l'on pourra aussi noter grass{k, V) 
suivant le contexte, s'il est évident ou non que l'on regarde des sous-espaces vectoriels de V). 
Soient {zi, Zm) les coordonnées complexes standard()s sur V = C™. Et soit Lk le sous-espace 
vectoriel défini par l'équation Zk+i = ... = Zm = 0. Le groupe GL{m, C) agit transitivement sur 
les espaces vectoriels de dimension k. Le sous-groupe GL(k, m, — k, C) des matrices inversibles 
qui laisse invariant est constitué des éléments de la forme suivante : 

A G GL{k, m — k,C) si et seulement si A = 

où A' e GL{k, C), A" e GL{m — k, C) et B est une matrice k x m — k quelconque. La grass- 
manienne grass{k,V) peut donc être identifiée à GL{m,C)/GL(k,m — fc,C) et est donc une 
variété algébrique lisse sur C. Elle ainsi naturellement munie de l'action du groupe algébrique 
d'automorphismes GL{m, C). GL{k, m — k,C) est de codimension kx {m — k) dans GL{m, C) 



V A" J 
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donc grass{k, V) est de dimension k x (m — k). 



Munissons V = C™ du produit scalaire hermitien standard. Le groupe unitaire standard 
associé U{in, C) agit également de façon transitive sur les sous-espaces vectoriels de dimension 
k. Le sous-groupe du groupe unitaire qui fixe z^+i ^ ... = Zm = sera noté U{k,m — k, C). Il 
est naturellement isomorphe à U{k, C) x {/(m — fc, C). On a donc : 

grass{k, m) = U{m, C)/{U{k, C) x U{m - k, C)). 



Preuve: Nous allons construire Flag(/°, V) comme sous- variété de Y[p=i 

Notons, pour x € grass{k, m), par < a; > le sous-espace vectoriel de V engendré par x. Ensem- 

blistement, Flag(/°, ...,/", F) est l'ensemble des n-uplets {xi,...,Xn) G Ylp=i9'''ass{fP,V) 

tels que < .t.;+i >C< Xi > pour i G [l,n — 1]. Rappelons que d'après la description des 
grassmaniennes, si l'on note par m la dimension de V : 

n n 

n grassir, V) = l[ U{f, C)/{U{r, C) x U{f - F, C)) 

p=i p=i 

Considérons maintenant la suite de sous-espaces vectoriels emboîtés de V {L/i}i£[o,/n+i] : 

{0} = Lf,^+l C L/" C ... C Lp C Lfi-i C ... C Lp C Lfo =V 

où Lfi est défini par l'équation Zfi^i = Zfi^2 = ••• = = dans V — muni des coordon- 
nées (zi, Zfo). C'est un drapeau de la forme définie par (F, /"). Le groupe U{f'^, C) 
agit transitivement sur l'ensemble des drapeaux définis de la sorte. Notons U{f'^, f"^^ — 
yn _ _ p^f^ — /^,C) Ic sous-groupc qui laisse le drapeau standard fixe. 
Dans la base choisie, les éléments de U{P, /""^ - /", /""^ - /""i, /i - f - f\ C) sont 
de la forme : 



/ An 




* 


* 




\ 





An-1 


* 


* 


* 










An-2 . 


* 


* 













. Al 


* 




l 








. 


Ao 


) 



où Ai G U{f^ — f^^^ , , C). Comme c'est un sous-groupe du groupe unitaire, on a aussi la relation 
* = 0. Donc [/(/", /"-i - - /"-i, f - f, f - f\ C) ^ [/(/", C) X [/(/"-i - 

C) X ... X f/(/" - /i, C) où le morphisme injectif i : U{f - p+\ C) ^ U{f, C) est donné 
par A I— > Diag{Ifn, Ifi+i_fi+2, A, Ip-i_fi, Ip_p). Ainsi, 



Flag(/°,/i,...,r,V') 



(7(/o,C) 



/»,C)x ... xC/(/0-/i,C) 



est donc une variété algébrique lisse compacte et est munie de l'action transitive du groupe 
algébrique U{f,C). 



□ 



On notera l'immersion dans le produit des grassmaniennes par : 



ip : Flag(/0, f, r, V)^l[ grass{r, V). 

p=i 
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Remarque : Si l'on ne regarde que les drapeaux au sens habituel du terme (cf remarque suiv- 
ant la proposition précédente), alors f/(/", C) x (/(/""^ - /", C) x ... x ?/(/" - /i, C) est le 
sous-groupe des matrices unitaires diagonales T-'' = A(/°, (S)Ç\U (/°, C) i.e. un tore complexe 
de dimension 

Fibrés universels 

Pour tout k les grassmaniennes grass{k, f'^) sont munies de fibré universels Uk, sous-fibrés du 
fibré trivial grass{k, f^) x V : 

i^k grass{k, /°) x V 




grass{k, /°) 

La fibre au dessus de a; G grass{k, /°) est le sous-espace vectoriel que représente < x >C V de 
la fibre du fibré trivial en x. 

Notons, pour q € [l,n], par tt, la projection : 

n 

TT, : H grassifP, V) ^ grass{P, V) 
et '!r*h(k le "pull-back" du fibré universel le ç-ième terme du produit des grassmaniennes. 

Proposition 49. Le fibré trivial de rang sur Flag(/°, /", V) xV est muni d'une fil- 

tration J'ùniviî'^ ■< /^i ■■■■< /"i ^) exhaustive et décroissante de sous-fibrés "universels" tel que pour 
tout X G Flag(/o, /!,...,/", y) la filtration induite sur V , {:F*^iy{f° J\ -J" ,V)) X, par les 
fibres en x des sous-fibrés soit la filtration paramétrée par le point x dans la variété des drapeaux. 

Preuve: Considérons pour tout q S [i-,n] les morphismes : 

n 

TT, o : Flag(/°, f\ r, V)^l[ grassir, V) ^ grassif, V) 
Et les pull-back de Uq par ces morphismes : 

V 

Flag(/o, /!,..., /",!/) 

Ce sont des sous-fibrés du fibré trivial Flag(/°, ...,/", y) x V tels que la fibre au dessus 
d'un point x G Flag(/'', ...,/", soit le sous-espace < Wq o ip[x) >C V paramétrisé par 
TTg o i-F{x) dans la grassmanienne grass{P, V). Posons pour tout g e [1, n] : 

et on a la filtration de Flag(/°, V) xV voulue. 

□ 
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Amplitude 

Soit X une variété projective. Rappelons qu'un fibré vetcoriel C sur X est ample s'il 
exite une entier positif m tel que £®™ soit la restriction à X du fibré en droite 0(1) pour un 
plongement de X dans un espace projectif. Notons par E* le fibré dual de E, Hom(i?, Ox)- 

40. Les fibrés {{i^oTT*) Kg)* swr Flag(/°, /\ ...,/", F) sont amples. 
Preuve: cf [Gr2] 

□ 

5.2.2 Lieu de dégénérescence des morphismes de fibrés vectoriels 

Introduction 

Considérons deux familles f et ^ de sous-espaces vectoriels d'un même espace vectoriel V 
paramétrées par une variété X. En tout point x G X on a deux espaces vectoriels Sx et J^x- Le 
but de cette section est d'étudier les variations de dimc £x H Tx sur Xdans le cas où les deux 
familles sont données par des sous-fibrés vectoriels d'un même fibré vectoriel. 

Soient : f — > .F un morphisme de fibrés vectoriels complexes de rang m et n sur une 
variété complexe lisse. Il existe un recouvrement de X par des ouverts sur lesquels les fibrés S et 
sont triviaux. Soit U un tel ouvert. Sur U, 4> est donnée par une matrice m x n de fonctions à 
valeurs complexes. On peut donc définir le rang de (j) sur U. Ce rang ne dépend pas des ouverts 
de trivialisations choisis. On peut donc poser : 

Dr{(t)) = {xe X\Tang{(f>{x)) < r}. 

C'est une sous- variété de X. On obtient donc une suite de sous- variétés de X : 

C Do{(f>) C Di{(l>) c ... C £'mi„(m,«)(<^) = X. 

Si (p est sufHsament générique, pour tout r tel que < r < min(m, n), Dr{<p) a pour codimension 
{m — r).{n — r). Considérons maintenant deux sous-fibrés G et H d'un même fibré V. En tout 
point X £ X on a deux sous-espaces vectoriels Gx et Hx de Vx- Nous voulons calculer Tang{é>{x)) 
en fonction de x. Notons i : G ^ V l'inclusion de G dans V et tt : V ^ V/H la projection. 
Considérons le morphisme de fibrés composition des deux morphismes : 

TT o i : a ^ V ^ v/n. 

En tout point x € X on a un morphisme d'espaces vectoriels : 

(tt o i) 

X • Qx 

On a rang((7roi)3.) = àimcGx-ài^^cGx^'Hx, i.e. ïang{{'Koi)x) = rang{G)-dimcGx(^'Hx- 
On est dans la situation décrite plus haut avec £ = G, ^ = V/H et (f) = n o i. On peut donc 
définir les lieux : 

Dr{G,H) = {xe X\àimc{GxnHa^)>r} 

= {x G X|rang((7r o i)^) < rang(^ — r} 
= {x € X\rang{(j>)x) < rang(^) - r} 

Pour tout r € [max(0, rang(^) + rang(W) — rang(V)), min(rang(^), rang(W))]. D'où la suite de 
sous-variétés de X : 

X = -Dmax(O,rang(e)-|-rang(H)-rang(V))(0) ^ ••• ^ -Dmm(rang(S),rang(H)) (0) ^ 0. 
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Dégénérescence sur le produit de variétés des drapeaux 

Nous allons appliquer le travail de la section précédente aux fibrés tautologiques sur les var- 
iétés des drapeaux Flag(/°, ...,/", F). Pour p e [0, n], désignons par le fibré ip o 
TTpUp sur Flag(/°, ...,/", V^). Notons par m pour i G {1,2} les projections respectives de 
Flag(/'', f^, /", V) X Flag(/°, /", V) sur le premier et deuxième facteur. On dispose 

donc, pour tous (p, q) G [0, n]^ de fibrés "tautologiques" nK^P) et 7r2(.F^), sous-fibrés vectoriels 
du fibré trivial V = Flag(/o, f\ /«, V) x Flag(/", f\ V) x V. Au dessus d'un point 

{x,y), la fibre de nK^F^) est le p-ième sous-espace vectoriel de V du drapeaux paramétré par 
X G Flag(/°, V). On a les morphismes suivants : 

V ^ 5^2 (^') ^ J"" 

A 

J * 

7ri*(^n > Flag(/o, f\ .., 1/) X Flag(/o, f\ .., /", F) Flag(/o, /i, .., V) 

I 

Flag(/°, /i, r, V) 

Considérons le morphisme de fibrés vectoriels : 

et les applications pour tous {p,q) S [0,n]^ : 

ipP'": Flag(/o, /!,...,/", F) xFlag(/o, /S ...,/", F) • 



En tout point {x,y), 'fi^J'^y-) = àimc^S ^^i- 

Lemme 41. Powr tous {p,q) € [0,n]^ y'''' est semi-continue supérieurement sur le produit des 
variétés de drapeaux Flag(/'', f^, V) x Flag(/'^, f^, V) et prend toutes les valeurs 

de [max{OJP + fi-f°),min{fP,P)]. 



Preuve: Pour la première assertion il suffit de prouver que l'application du produit des Grass- 
maniennes grass{fP,V) x grass^f^ ,V) dans Z donnée par : 

(G, H) I — > dimc GnH 

est semi-continue supérieurement. 

Donnons la démonstration suivant [C-D-K]. Soient G' et H' proches de G et H. Il existe 
un automorphisme proche de l'identité g G GL{V) tel que g.G' = G. On peut supposer que 
G' = G. Soit II un supplémentaire de G fl -?î dans G. Soit I2 un supplémentaire de G -|- iï dans 
V. On a ainsi G = G fl iî ® /i et 1^ = G + -ff ® /2- -^i et /2 sont en somme directe. Posons 
/ = ® /2, on a alors y = G©JetG = Gnff®Gn/. Lorsque H' est assez proche de H, 
H' peut être vu comme le graphe d'une appHcation h' : H ^ I. L'application qui a H' associe 
l'application h' est continue. Soit x un élément de H', x s'écrit {u,h'{u)). x est dans G si et 
si seulement si u G G et h'{u) G / sont dans G ce qui implique que u €: G H H . En découle 
l'inégalité sur les dimensions. 
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□ 

On peut donc définir pour tous {p,q) G [0,n]^ conformément à la section précédente les 
sous-ensembles analytiques du produit des variétés des drapeaux : 

D,{^'^) = {{x,y) e Flag(/0,/S...,r,y) x Flag(/0, /\ /M/)|rang(p^^^) < r} 

pour obtenir une suite de sous- variétés analytiques : 

C ... C Dr{^'^) c Dr+ii^''^) C ... C Flag(/°, f, r, V) X Flag(/°, f\ /" , V). 

Pour des raisons de dimensions si r < max(0,/P + f — /°) alors Z)r(i^'') = et si r > 
min(/î',/«) alors Dr{(pP''^) = X. 

Les variétés des drapeaux sont des variétés projectives. On peut en efïet plonger la variété 
des drapeaux Flag(/°, V) dans P-'^ pour N assez grand par l'application de Veronese 

itérée, de même pour le produit. Par G. A. G. A. les sous-ensembles analytiques Dr{'f^''^) sont 
donc des sous-ensembles algébriques. 

Posons pour tous {p,q) G [0,n]^ et tous r G Z Sri^^-"^) = Dri'fP''') - Dr-i{(pP''^). C'est 
le lieu sur Flag(/°, ...,/", F) x Flag(/°, ...,/", F) des points tels que le rang de ip soit 
exactement égal à r. 

Proposition 50. La 7i- décomposition définie par les strates algébriques Sr{ip^''^) définit une 
stratification de Whitney du produit des variétés de drapeaux 

Flag(/°, f\ r, V) X Flag(/°, f\ V). 

5.2.3 Espaces classifîants de structures de Hodge mixtes 

Cadre 

Suivant le contexte, on se placera dans les catégories suivantes : 

- (i) CatcTLZ-MHS la catégorie des structures de Hodgc mixtes au sens usuel. 

- (ii) CatcR-MHS la catégorie des structures de Hodge mixtes sans strutures entières 
sous-jacentes. 

- (iii) Catc-MHS la catégorie des structures de Hodge mixtes complexes sans structures 
réelles sous-jacentes. 

- (iv) CatTrif la catégorie des espaces vectoriels munis de trois filtrations exhaustives et 
décroissantes . 

On a les foncteurs oublis suivants entre ces difi'érentes catégories : 

$2 : CatcRZ-MHS CatcR-MHS qui est le foncteur oubli de la structure entière 
sous-jacente à une struture de Hodge mixte. 

$r : CatcR-MHS — * Catc-MHS qui est le foncteur oubli de la structure réèlle sous- 
jacente. 

^str '■ Catc-MHS — > CatTrif qui à une structure de Hodge mixte H = {Hc, F', F', W,) 
associe l'espace vectoriel complexe trifiltré muni de trois filtrations exhaustives et décroissantes 
{Hc,F%F%W'). 

Pour exhiber les constuctions d'espaces classifiants, nous aurons besoin d'équiper les morphismes 
entre structures de Hodge mixtes. Ceci est possible d'après le théorème de Deligne que nous 
avons démontrer géométriquement dans la partie 3 qui affirme que la catégorie des structures de 
Hodge mixtes Catcn-MHS est abélienne. De plus elle est fermée par sommes directes, produits 
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tensoriels et dualisation. 

D'après la décomposition de Deligne 34, la donnée d'une structure de Hodge mixte sur 
V = Vq^C induit une strucure de Hodge mixte sur gl{V) de bigraduation associée : 

gl{Vy-' = {aG gl{V)\\fp,qa : P'^ 

Soit S une polarisation graduée de la structure de Hodge mixte (V.W,, F*) et Gc = 
{g e GL{V)'^'\Gr{g) G Autc{S)}. Alors {W,,F') définit une structure de hodge mixte sur 
= Lie{Gc) par la bigraduation : 

g^'^ = gl{Vy'^nLie{Gc). 

Définition 51. Soit W, une filtration croissante d'un espace vectoriel complexe de dimen- 
sion finie V . Alors un endomorphisme semi-simple Y € gliV) gradue() W, si pour tout k 
Wk — Wk-i ® Ek{Y) où Ek(Y) est le sous-espace propre de Y associé à la valeur propre k. 

Notons y{W,) l'ensemble des graduations de W». 
Pour décrire y{W»), considérons Lie-i l'idéal nilpotent de gliV) défini par : 

Lie-i = {g€ gl{V)\yka{Wk) C Wk-i} 

Il vient alors : 

Théorème. [C-K-S]Le groupe de Lie unipotent exp(Lie_i) agit de façon simple et transitive 
sury{W,). 

Rappel des classifiants de structures de Hodge pures polarisées 

Pour fixer les notations et préparer le travail pour les structures de Hodge mixtes, rappelons la 
construction des espaces classifiants des structures de Hodge pures polarisées d'après Griffiths 
([Grl], [Gr2] et [Gr-Sch]). 

Soit V un espace vectoriel de dimension finie et muni d'une structure rationnelle Vq et d'une 
forme bilinéaire non-dégénérée : 

Q-.Vq^Vq^Q 

de la même parité que k, pour k un entier fixé. Donnons-nous une partition de dimV par une 
somme d'entiers naturels symétriques par rapport à la diagonales i.e. h^'"^ = h'^'^. On 

peut alors construire l'espace classifiant de toutes les structures de Hodge pures de poids k sur 
V, polarisées par Q et satifaisant dimcH^'''~^ = 

V = 'D{V,Q,{hP'''-P}) 

On peut équiper cet ensemble d'une structure de variété complexe de la façon suivante. Posons 
= X)r>p h^''^~^ et soit JF la variété des drapeaux consistant en toutes les filtrations décrois- 
santes F' de V telles que dimcFP = p. 

Lemme 42. f est une variété algébrique lisse. 

Preuve: A été faite plus haut, dans l'étude des variétés des drapeaux. 
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□ 

Soit T> c le sous-ensemble des filtrations qui vérifient la première des relations bil- 
meaires de Hodge-Riemann Q{Fp , F^-p+'^) = 0. Le lemme qui suit est une conséquence du 
lemme précédent : 

Lemme 43. T) est une variété algébrique lisse. 

Preuve: Le groupe de Lie complexe Gc = Autc(<5) agit transitivement sur V et donc V est 
une sous- variété lisse de f. 

□ 

L'espace ainsi définit est classifiant dans le sens suivant : soit V ^ S une variation 
de structures de Hodge pures polarisées. Le choix d'un point de base sq € S* détermine une 
représentation de monodromie : 

p : TTiiS, so) Aut(Vso). 

Notons r le sous-groupe p{'!Ti{S, Sq)), la représentation de la monodromie peut s'écrire p : 
ni{S,So) —^ r. Le choix du point de base nous donne donc une application : 

$ -.S^V/T. 

Classifiants dans Catcnz-MHS , CcLtcR-MHS 

Nous avons définit suivant [Ste-Zu] la notion de variation de structure de Hodge mixte 
graduellement polarisée V ^ S. On peut associer à une telle donnée un espace classifiant Ai et 
un morphisme de la base de la variation vers cet espace classifiant (modulo le choix d'un point 
de base). Cet espace classifiant se construit de la façon suivante ([U], [Pea]) : 

Soit V un espace vectoriel complexe muni d'une structure rationnelle sous-jacente Vq et 
d'une filtration croissante W, définie aussi sur Q, la filtration par le poids. Donnons-nous aussi 
un ensemble S de polarisations sur les espaces gradués associés à la filtration par le poids, c'est 
à dire une suite de formes biliéaircs de (— l)''-paires 

Sk : Gr^ ® Grf ^ C 

et une partition de dimcV par des entiers {/i^''}. 

On peut alors construire l'espace classifiant M des structures de Hodge mixtes gradu- 
ellement polarisées par S et vérifiant la condition de dimension 

dimcGr^Gr^qF = àimcl^^'.^^^^ = h^''^. 

Commençons, de façon similaire au cas des structures de Hodge pures, par construire la 
variété des drapeaux T de toutes les filtrations décroissantes F' de V telles que dimc-F^ = ,P 
où fP = ^r>p,s ^^''^ ■ C'est une variété algébrique lisse d'après l'étude des variétés des drapeaux. 

Définissons ensuite fiW,) comme étant la sous-variété de f correspondant aux filtrations 
F* de V qui vérifient en plus la propriété 

dimcFî-Crr- = fl 

où = J2r>p^^'''~^ ■ lemme suivant prouve que ^{W,) est fisse, sa démonstration est 
similaire à celle du lemme précédent : 
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Lemme 44. Le groupe de Lie complexe GLiy)^* = {g Çl GL{y)\ikg : Wk — > Wk} agit tran- 
sitivement sur f{W,). f{W,) est donc lisse. 

Soit ensuite M l'ensemble des filtrations F' e fiWt) qui satifont à la première des 
relations bilinéaires de Hodge-Riemann 'ikSk{FPGr^' ,F^-P+'^Grf') = 0. Alors : 

Lemme 45. Le groupe de Lie complexe Gc = {g & GL{V)^'\Gr{g) € Autc{S)} agit transi- 
tivement sur M. qui est donc lisse. 

Preuve: Soit y{Wt) l'ensemble des graduations de V par VF», 

y{W,) = {Y\Y : Gr^'V ^ ^V}. 

Soit 

T> = ^-D{GrY',Sk,hP'''-n, 

k 

et, 

X = f)x y{w,). 

Soit n : X ^ M la. projection qui envoie un point {®kF',Y) e X sur la filtration F' & M. 
déterminée par la filtration (BkF' sur Gr^* et l'isomorphisme Y : Gr^'V = c'est à dire : 
FP = (BkY{F^). L'application tt est surjective et le diagramme suivant est commutatif : 

{-K Ad) 

XxGc ^ Al X Gc 

\ Y 
7r 

X ^M, 

et l'application -k : X ^ M est donc Gc-équivariante. Ainsi si l'on montre que Gc agit 
transitivement sur X, on aura aussi prouvé que l'action de Gc est transitive sur M. Soit un 
point P €: X, P = (®fcF*,y). Nous allons montrer la transitivité dans les deux directions du 
produit X = V X y{W,). D'une part le sous-groupe de Gc, Gg = Uk GciGr"^' ,Sk, hP^'^-P) 
agit transitivement sur V tout en maintenant le scindement Y constant. D'autre part, d'après 
le théorème 5.2.3 p. 119 le groupe de Lie unipotent exp(Lze_i) agit de façon simple et transitive 
sur y{W,) et laisse V fixe. D'où la transitivité de l'action sur X et donc sur M.. 

□ 

Pour toute variation graduellement polarisée de structures de Hodge mixtes au dessus 
d'une variété S nous avons donné la construction d'un espace classifiant Ai. Cet espace est 
classifiant dans le sens où toute variation de structures de Hodge mixtes associée au choix d'un 
point de base sq € S donne lieu à un morphisme 

$ :S^M/r, 

où r est l'image du groupe fondammental de S par la représentation de monodromie p associée 
au système local sous-jacent à la variation de structures de Hodge mixtes, p : ni{S,so) — > 
Aut(V,so). L'application $ admet un relèvement au revêtement universel S de S, qui mène au 
diagramme commutatif : 

|> 

S 
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Au dessus de il y a un fibré vectoriel universel V filtré par des sous-fibrés stricts T* 
tels que le tiré en arrière de ces données par le morphisme $ permet de retrouver la variation 
de structure de Hodge mixtes associée à $. 

Strate des structures de Hodge mixtes R-scindées 

Nous donnons ici une remarque (cf [Pea], p. 17) sur les structures de Hodge qui sont 
R-scindées. Par les mêmes méthodes que pour montrer que l'action de Gq, est transitive, on 
montre que le groupe de Lie réel 

Gr = {5 e GLiy^f'\Gr{g) e AutR(5)} 

agit transitivement sur la variété C°° M.-r_ C M. qui paramétrise toutes les filtrations de Hodge 
qui donne lieu à une structure de Hodge mixte qui est R-scindée. En particulier l'action de Gr 
préserve donc la sous- variété AIr. 

On peut généraliser cette remarque aux autres strates que la strate a = 0, TUr. Puisque 
l'action de Gr ne modifie pas les positions relatives de la filtration de Hodge et de sa conjuguée : 

Proposition 51. L'action de Gr préserve les strates sur lesquelles l'invariant a est constant, 
i.e. préserve le niveau de Ti-scindement. 

5.3 Etude des stratifications associées aux variations de structures 
de Hodge mixtes, exemple des variations de structures de Hodge 
mixtes de Tate 

Considérons une variation de structures de Hodge mixtes (V,yV,,JF*) sur une variété S. 
En tout point x G S,\e niveau de R-scindement de la structure de Hodge mixte au point x est 
donné par 

Les nombres de Hodge sont constants sur la base. En effet ils sont donnés par /i^'^ = 
dimc {Gr^Gry^'^V)x et correspondent par définition d'une variation de structures de Hodge 
mixtes aux nombres de Hodge d'une variation de structures de Hodge pures de poids p + q. 
Les sommes X]p/>p 'P+i~p sont constantes pour tout p car elles donnent les rangs des fibrés 
induits par les J^^ sur Wp+g/Wp+g_i. 

Pour tout X, hP'i = hP''^. 

En terme des fibrés de Hodge, sous-fibrés stricts de V, la formule devient 

a{Hx) = Y,{p + qfih^'" - dimcGr^^Gr^J. 

p-q 

Dans la partie "comportement du niveau de R-scindement par opérations sur les structures de 
Hodge mixtes" on a décomposé a en une partie avec les nombres de Hodge hP'"^ et une partie 
avec les s^'', a(») = «"'"(•) — Avec 

a: = \ E {2pq + 4)fr + 1 E - 1)/.°'" + 1 J2 ^^p- 1)/?'° - 

(p,9)e[i,JV]x[i,JV] qe[i,N] pe[i,N] 

«"*"(•) est constant. 

La filtration conjuguée à la filtration de Hodge varie de façon anti-fiolomorphe sur la base 
de la variation de structures de Hodge mixtes. On ne peut donc utiliser directement 1' étude 
des morphismes de fibré sur S de la forme 

jTP ^ V ^ V/T', 
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car ces morphismes ne sont pas holomorphes mais C°°. Pour nous placer dans un cadre holo- 
morphe, nous allons "déplier" la variation. 

Considérons la filtration de Hodge universelle !F* au dessus du classifiant M. et les deux 
familles de filtrations J^* et J^* dessus du produit A4xA4 données comme tirées en arrière de 
J^* sur Ai par les deux projections sur le produit. A4 est naturellement équipé d'une conjugaison 
complexe car chaque point de Al représente une filtration de Hodge dont la conjuguée est aussi 
dans le classifiant. Soit z & M, on a alors, 

dimc(.Ff n = dimc(.Fî' n J"),. 

Ainsi nous voulons étudier les sauts du niveau de R-scindcmcnt des structures de Hodge 
mixtes données par la variation en fonction des sauts de la quantité a donnée en fonction des 
fP''^ et des /i^'^ sur le produit des classifiants par le morphisme 

M ^ M X M, z {z,z). 

On veut donc étudier la stratification associée à l'invariant a par l'intermédaire de la 
stratification du classifiant par le morphisme 

(t): S ^ Mx M. 

Pour définir la stratification de x nous avons le résultat : 
Proposition 52. L'invariant alpha sur le produit du classifiant A4 x A4 associé à la variation 
de structures de Hodge mixtes V ^ S est semi-continu supérieurement sur la base de la variation 
à valeurs entières et définit donc une stratification 

MxM = Y[{MxM)i. 

Preuve: C'est une application directe de la formule de a~ et du lemme 41 p. 117. 

□ 

Par l'étude précédente de dégénérescence sur la variété des drapeaux nous pouvons donner 
un expression explicite des strates pour a. La semi-continuité supérieure des iff''^ sur A^ x A4, 
donnés ici par les rangs des morphismes de fibrés 

est équivalente à la semi-continuité inférieure des /^''. 

Etudions pour tout n l'ouvert {.s G Aî x Aî|a(s) >}. Rappelons que l'on note -Dr^,, = 
{s G Aî X Ai\P''^ < r}. Alors, on rappelle que a+(s) = a~^{so) est constant sur la base, 

a{s) > n 

^ cx~{s) < a~^{so) — n 

^ E(p,,)e[i,jv]x[i,iv](2w + 4)/r <a+{so)'l E (2? - 1)/^ 

- Y. (2p - + /r - 

Notons par C tout ce qui est constant dans le menbre de droite, il vient, 
a{s) >C-n<^ 

^ ^ ^{rp,<„P,<ieZ^\T.^p,<,)<=[i,Nmi,N]C^P<l+^)r?-''<C-n} <~^P,q ^r^,. 

Par intersection avec l'image de A4 dans le produit on en déduit une stratification qui donne 
le niveau de R-scindement des structures de Hodge mixtes, d' après la proposition 
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Proposition 53. Le niveau de scindement a associé à une variation de structures de Hodge 
mixtes sur S est semi-continu inférieurement sur le revêtement universel de S. 

Preuve: Montrons d'abord qu'il est semi-continu inférieurement sur M.. Comme a = a"*" — a~ 
et comme a"*" est constant, il faut montrer que — a~ est semi-continu inférieurement. —a~ est 
somme à coefficients positifs des fonctions s i-^ — /^'' d'après le lemme 37 p. 102 et de la fonction 
s h- > /"'^ qui elle est constante comme rang de l'espace vectoriel fibre. Ces fonctions sont semi- 
continues inférieurement d'après le lemme 41 p. 117 ce qui permet de conclure (on peut en effet 
toujours supposer que l'une des deux filtration est fixe dans le lemme bien qu'elles soient liées car 
conjuguées, l'automorphisme g pour passer de l'un à l'autre ne varie plus holomorplnquement 
mais de façon C°° mais seule la continuité est nécessaire pour conclure ici). 

Le revêtement universel de S est alors stratifié par a d'après l'existence d'un morphisme 
de ce revêtement vers M associé à la variation de structures de Hodge mixtes : 

S = l[Si. 

a 

strates a = este et hypothèse (H) 

Considérons une variation de structures de Hodge mixtes V — > 5 sur une variété S que 
l'on supposera simplement connexe pour simplifier. On en déduit une stratification de S par le 
niveau de R-scindement 

S = ]JSi. 

Théorème 8. Soit X une sous-variété de S incluse dans l'une des strates Si de la décomposition 
associée à la variation de structures de Hodge mixtes sur S alors l'hypothèse (H) est vérifiée 
sur X pour la variation de structures de Hodge mixtes associée sur X. 

Réciproquement si (H) est vérifiée pour la restriction de la variation à une sous-variété 
X alors X est incluse dans l'une des composantes de la stratification associée à la variation de 
structures de Hodge mixtes. 

Preuve: L'invariant o: est somme des x i-^ — /l"'^ qui sont des fonctions semicontinues supérieure- 
ment d'après le lemme 40 et de la fonction x /^'° qui est constante comme rang du système 
local sous-jacent à la variation. La somme étant constante, ces fonctions sont constantes donc 
d'après la partie II (H) est vérifiée. 

La réciproque est immédiate puisque les tP-"^ sont constants si (H) est vérifiée, en effet 
cette hypothèse est équivalente à la constance des fonctions x i-^ dimcGrjr.sGr^.s qui ne sont 
autres que les fonctions x i— > t^'^. 

□ 

5.4 Perspectives 

5.4.1 Gêométriser les variations de structures de Hodge mixtes 

Comme précisé ci-dessus, on ne peut appliquer directement les constructions de Rees 
faites dans la partie 2 aux variations de structures de Hodge, même par strates. En effet, le 
principal obstacle est le fait que la filtration conjuguée à la filtration de Hodge varie de façon 
anti-holomorphe. 
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Considérons une variation de structures de Hodge mixtes sur une base S. Cette variation 
telle que nous voulons l'étudier ici est la donnée d'un R-système local Vr filtré par une filtration 
décroissante de sous-systèmes locaux (comme pour le cas ponctuel, pour se ramener à la 
situation de trois filtrations décroissantes, on associe à la filtration croissante W, par des sous- 
systèmes locaux du système local Vr une filtration décroissante W* en posant, pour tout entier 
k, = W_fc), d'une filtration décroissante J-* du fibré vectoriel V := Os <E) Vr tels que la 
connexion canonique associée au système local, V, satisfasse la tranversalité de Griflitli pour la 
filtration J^' et qu'en tout point s € S, (V^, W*,^*,^^) définissent un triplet (ordonné) de trois 
filtrations opposées sur un espace vectoriel. La filtration J^^ se déduit de la filtration de Hodge 
de la fibre au point s par conjugaison par rapport à la structure réelle sous-jacente. Cette donnée 
nous fournit un fibré vectoriel plat muni de trois filtrations par des sous-espaces vectoriels stricts 
(V,W*,^*,^ ), le problème pour une utilisation directe de la partie 2 est que les sous-fibrés 
définis par la filtration conjuguée à la filtration de Hodge ne sont pas liolomorphes mais anti- 
holomorphes. On ne peut donc pas utiliser directement le dictionnaire par strates donné dans 
l'étude des constructions de Rees relatives. 

Pour palier ce problème, nous allons "déplier" les données qui correspondent à une varia- 
tion de structures de Hodge mixtes sur S, qui contiennent de l'holomorpliie et de l'antiholomor- 
phie, en données holomorphes sur le produit de S par elle-même, de façon à "rendre holomorphe" 
la filtration conjuguée à la filtration de Hodge et retrouver la situation initiale en considérant 
les tirés en arrière des objets définis sur le produit S x S par le morphisme {i, i) défini par : 

: S ^ S X S, {i,l){s) = {s,s). 

Nous voulons voir la variété originale S comme "l' antidiagonale" du produit S x S. 

Considérons la situation directement sur le produit du classifiant par lui-même. Nous 
voudrions étudier les variations de structures de Hodge à partir des objets qu'elles permettent 
de définir sur x A4. Ces données sont, en notant V = Vsq la fibre choisie pour référence : 
(i) le système local V := M x M x V , 

(a) la filtration décroissante associée à la filtration par le poids W*, 
(m) la filtration J^* := plJ^* par des sous-fibrés vectoriels stricts, et, 
(iv) la filtration T* := P2^* par des sous-fibrés vectoriels stricts, 

où pi et p2 sont les projections sur le premier et deuxième facteur de x vers M., 

{v) deux connexions intégrables Vi où i S {1,2} telles que T* vérifie la transversalité 

de Griffith pour Vi. 

Les deux connexions pouvant se déduire l'une de l'autre, on peut remplacer les données 
{i), (ii), {iii), {iv), (v) par (i), {ii), {iii), (iv), (v)' où (v)' ne porte que sur Vi par exemple. 

Alors (V,>V*, J-"*, J-"*) ^ Mx M est un fibré vectoriel filtré par des sous-fibrés stricts et 
tel que les filtrations soient exhaustives et décroissantes et tels que de plus pour tout x G MxA4, 
la donnée de {V,W*,T*x,^2x) est celle d'un espace vectoriel muni de trois filtrations opposées. 

On peut faire la construction de Rees relative exhibée plus haut pour obtenir un faisceau 
réflexif équivariant pour l'action du groupe T sur M x M x qui provient de l'action de ce 
groupe sur P^, 

^(V,W,jrr,J^2) -^MxMxP^. 

Rappelons l'hypothèse (H). Elle est satisfaite si pour tout {p,q), les faisceaux cohérents 
Gr^^ Grjr^ V sont des faisceaux localement libres sur AAxAA, cela revient au même de demander 
que les fonctions sur cette variété x i-^ dimc Gr^^^Gr^^^Vœ soient constantes. On sait par la 
partie 2 qu'il existe une stratification de A4 x A4 = Ui^jiM. x A4)i telle que sur chaque strate 
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les restrictions sont des fibrés vectoriels et teilles que l'on peut décrire le fibré vectoriel trifiltré 
en fonction du fibré équivariant associé. 

Supposons que l'on ait un ensemble de propriétés (P) à ajouter aux données 
{i), (u), (ni), (iv), (v) tel que l'on puisse établir, une équivalence entre variation de structures 
de Hodge mixtes sur ^A et objets holomorphes (ou algébriques suivant le contexte) donnés par 
(i), (ii), {iii), (w), (v) et (P) sur le produit M x A4, alors au moins sur les strates sur lesquelles 
l'hypothèse (H) est vérifiée, on pourrait traduire la donnée d'une variation de structures de 
Hodge mixtes sur S en termes de fibrés sur M.xA4x P^, équivariant pour l'action habituelle du 
tore sur le produit héritée de l'action sur le plan projectif, P^-semistable par rapport à A4 x A4 
plus une condition (P)' associée à (P). Les construction de Rccs sur les différents M x A4 x 
dans cette description feraient apparaître la propriété de transversalité de Grifîiths (pour les 
filtrations issues de Hodge et conjuguée) et la platitude de la filtration par le poids comme 
décrit dans le lemme qui conclut la partie 2, intégrons ces propriétés dans (P)', on aurait alors 
la description géométrique des variations de structures de Hodge mixtes suivante, en notant 
VSHMP les variations de structures de Hodge mixtes graduellement polarisées. 



VSHMP sur A4 < ^ Sys. locaux + {i), (ii), {iii), (iv), {v) + (P) 

A 

■ V 

^ibpi-semistable8/MxM,iJ,=0/MxM{-M X A4 X P^/T) + (P)' 

5.4.2 Structures de Hodge limites 

La possibilité de géométriser les notions de structures de Hodge mixtes limites dépend 
évidemment directement du dictionnaire escompté ci-dessus. Modulo ces équivalences définir des 
objets géométriques associés aux structures de Hodge mixtes limites reviendrait à appréhender 
les limites d'objets dans les espaces de modules ou champs des objets de 

^ibpi-semistables/MxM,n=0/MxM{-^ X Ai X P^/T) + (P)'. 

5.4.3 Rigidité de variations de structures de Hodge mixtes 

Rappelons le théorème suivant, dû à Deligne, 

Théorème. Une variation admissible de structures de Hodge mixtes sur une variété kâlhe- 
rienne compactifiable est complètement déteminée par sa représentation de monodromie et sa 
valeur en un point, i.e. que, un système local filtré (V, W*) étant donné sur une variété du type 
considéré S et en un point s €: S une filtration décroissante F' telle que {Vs,W' , F') détermi- 
nent une structure de Hodge mixte, alors il existe au plus une variation de structures de Hodge 
mixtes admissible qui prolonge ces données. 

On propose ici une idée pour trouver des exemples, à partir des données du théorème, i.e. 
une représentation du groupe fondamental et d'une structure de Hodge mixtes en un point, de 
telles données qui ne se prolongent pas en variation admissible de structures de Hodge mixtes. 

Considérons donc un système local filtré sur une variété S, {V,W) et une filtration 
qui donne une structure de Hodge en un point. On peut alors en déduire une stratification 
du revêtement universel de S, S par le niveau de R-scindement. Une telle stratification doit 
donner des informations géométriques (homologie) sur S, théoriques puisqu'elles correspondent 
à une représentation du groupe fondamental qui ne provient pas forcément d'une variation de 
structures de Hodge mixtes. Si ces informations sont contraires à ce que l'on connaît de la 
variété, alors c'est qu'il n'y a aucune variation de structures de Hodge mixtes correspondant 
aux données initiales. 
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Si l'on a une description des variations de structures de Hodge mixtes sur un classifiant 
M en termes de fibrés trifiltrés sur M x M comme explicité au-dessus, alors la géométrie des 
strates est bien connues dans de nombreux cas car elle est donnée par la dégénérescence de 
morphismes de fibrés vectoriels. Par exemple sur M. x M., les fibrés plT'' et p2-^' sont des 
sous-fibrcs des fibrés universels, donc le fibré Hom(p*^P, Vp^-^'^) est ample et donc suivant 
[Ful-Laz], si la dimension attendue du lieu où le morphisme est de rang inférieur ou égal à r, 
2.dim(A^) — {f^ — r){f'^ — r) est au moins 1, alors ce lieu est connexe. 

On a des résultats plus fort lorsqu'on peut équiper les fibrés dont on étudie les dégénéres- 
cences de formes bilinéaires (cf [Deb]), qui pourraient provenir ici des polarisations associées 
aux variations de structures de Hodge mixtes. 
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Annexe : Structures twistorielles mixtes. 



Dans cet appendice on rappelle la notion de structures twistorielles mixtes d'après [Si2]. Les 
entiers s^"'^ introduits dans la section d'application à la théorie de Hodge permettent de donner 
une description explicite des structures twistorielles mixtes en fonction des dimensions d'inter- 
section des sous-espaces vectoriels que définissent les filtrations qui composent une structure 
twistorielle équi variante. 

On fixe une droite projective avec ses points 0,1, oo et le fibré en droite standard 

Opi. 

Définition 52. Une structure twistorielle est un fibré vectoriel £ sur la droite projective 
= Proj C[u, w]. L'espace vectoriel sous-jacent est £i, la fibre en 1 du fibré. 

Elle est dite pure de poids lu si £ est scmistablc de pente lu. D'après Grothendicck, [Gl], 
tout fibré vectoriel sur P^ est somme directe de fibrés en droite. Cela est équivalent à dire que 
£ = (B^ Cpl(a.)^ 

Définition 53. Une structure twistorielle mixte est la donnée d'une fiUration croissante W»£ 
par des sous- fibrés stricts d'une structure twistorielle £ telle que pour tout i les fibrés quotients 
yVi£/Wi-i£ soit une structure twistorielle pure de poids i. La filtration W,£ est appelée filtra- 
tion par le poids. Elle est dite pure si le gradué associé à la filtration par le poids est non trivial 
en un seul degré. 

Rappelons comment l'on peut fabriquer un fibré vectoriel sur P^ à partir de deux filtra- 
tions. Le travail qui a été fait sur P^ est une généralisation de cette construction. 

Soit (F, F* ,F*) un espace vectoriel muni de deux filtrations décroissantes et exhaustives. 
On peut alors faire la construction du fibré de Rees de la droite affine pour chacune des fil- 
trations. Pour {V,F') par exemple, on construit le faisceau localement libre ^{V,F*) comme 
précisé dans la partie 1. Si l'on note j : — > l'inclusion, ce faisceau est le sous-faisceau de 
J*(l^®c (^Gm engendré par les sections de la forme u~Pvp pour Vp € (avec = Specfc[tt]). 
Nous avons vu, partie 1, section 1.5.2, que c'est un faisceau G„j-équivariant pour l'action qui 
recouvre l'action de Gm par translation sur la base A^ (cf plus bas). Comme décrit plus haut, 
ou suivant [Sil], la construction {V, F*) t-^ ^{V, F*) admet une construction inverse qui à partir 
d'un faisceau Gm-équivariant sur la droite affine donne un espace vectoriel filtré. Si l'on part 
d'un fibré vectoriel obtenu à partir d'un espace vectoriel filtré par le constrcution de Rees, la 
construction inverse donne la même filtration sur le même espace vectoriel, la fibre en 1. 

Revenons au deux filtrations. Par la construction décrite, nous obtenons deux faisceaux 
localement libres G„,,-équivariants sur la droite affine. Nous allons recoller ces deux faisceaux 
par l'intermédaire de l'automorphisme de G^, ui-^ u^^. Ceci est possible car les restrictions à 
Gm des faisceaux de Rees associés à chacune des filtrations sont trivialisés par l'action. On en 
déduit deux isomorphismes £,{V,F*) = Gm x et ^{V,F*) = G^ x V. Le recollement se fait 
donc par l'automorphismes de Gm x V donné par {t,v) {t~^,v). Le fibré de Rees obtenu est 
le fibré Gm équivariant 

aV,F\F'). 

On a alors le résultat suivant : F' et F' sont n-opposées si et seulement si ^{V, F* , F*) 
est une somme directe de 0pi(n). 
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Ceci se montre facilement en utilisant un scindement commun V = ®p,gV^'' aux deux 
filtrations F* et F* ; ce qui est toujours possible. Alors {V,F*,F*) est somme directe d'objets 
munis de deux filtrations triviales décalées (Bp,q{VP''' , Ded'Triv' , Dec'^Triv*) . Or, 

^{VP'i, Deé'Triv', Dec^Triv') = VP'« Oc Opi {p-O + q.oo) 

^ yî''«®cOpi(n), 

donne l'expression de £,{V,F*,F') en prenant la somme directe sur les couples {p,q), ce qui 
permet de conclure l'équivalence annoncée. 

Rappelons que le groupe agit sur par translation 

(t, u) t.u 

Une structure twistorielle mixte {£,W) est dite Gm-équivariante s'il existe un isomorphisme 
de faisceaux cohérents filtrés sur G,n x P^ 

où P2 est la projection sur le deuxième facteur, tel que les deux morphismes que l'on peut en 
déduire sur G^ x G^ x P^ 

{,ioiiy{£,W')=pli£,W'), 
où ps est la projection sur le troisième facteur. 

Proposition 54. [Si2] La catégorie des structures twistorielles mixtes Gm-équivariantes est 
équivalente à la catégorie des structures de Hodge mixtes complexes. 

Donnons une idée de la preuve. Comme nous l'avons au dessus et dans l'étude des con- 
structions de Rees sur la droite affine, un espace vectoriel filtré est la même chose qu'un fibré 
Gm-équivariant sur la droite affine A^. D'un tel fibré équi variant on peut donc déduire deux 
filtrations sur la fibre au dessus du point 1. La filtration par le poids est données par la filtra- 
tion de cette fibre au dessus de 1 par W*. Dans l'autre sens, on fait la construction du fibre de 
Rees associé à deux filtrations {F* et F*). Le fibré obtenu est filtré par des sous-fibrés stricts 
associés à la filtration par le poids car à chaque niveau de cette filtration, en partant du plus 
bas, on a un sous-fibré strict. C'est bien une structure twistorielle mixte car chaque composante 
du gradué associé à la filtration par le poids du fibré de Rees, notée W,, est isomorphe à la 
construction du fibré de Rees associé au filtrations F* et F* induite sur gradué associé par la 
filtration par le poids de la structures de Hodge complexe. Or les filtrations F* et F* sont par 
hypothèse opposées sur chaque composante du gradué, ainsi chaque composante du gradué par 
la filtration W, est pur i.e. de façon équivalente pour un fibré vectoriel sur P^, semistable de 
pente l'indice de la composante de la graduation. 

Soit H = (iÎR, W,, F*,F ) une structure de Hodge mixte réelle 
(resp. H = {Hc,Wt, F' , F*) une structure de Hodge mixte complexe). Les entiers s^''^ = 
dimcGrpGr^ (resp. s^'^ = dimcGr^Gr|,) permettent d'expHciter la forme scindée (qui existe 
toujours d'après le résultat de Grothendieck) de la structure twistorielle mixte associée par la 
proposition 55 p. 130 à la structure de Hodge mixte réelle (resp. complexe). En effet d'après 
la décomposition en somme directe explicitée pour l'équivalence entre espce vectoriel muni de 
filtrations opposées d'une part et fibrés de Rees sur P^ semistable, il vient, avec Hc = iÎR(8)RC, 

^{Hc,F',f') = ®^p^g^ç£„aV''''',DecTrivP,DecTriv'') 
= ®ip,<i)eS^O{p + qf"'-'''--''^^, 



129 



et ainsi 

(resp. ^{Hc, F* , F*) = (B(p,q)çSH^iP + '?)*'")■ fibré de Rees est filtré par des sous-fibrés 
stricts associés à la filtration par le poids. La construction étant fonctorielle, pour tout n € Z, 
on a la suite exacte 

Wn-i^HcF'X) ^ WnaHc,F',F') ^ Gr^^{Hc,F',F') ^ 0. 

Or Gr^i{Hc,F*,F') ^ £,{Gr'^Hc,F* ,F'). Les filtrations de Hodge et conjuguée sont op- 
posées sur le gradué associé à la filtration par le poids, donc 

Donc (,{Hc,F*, F ) est construit par extensions successives à partir de fibrés de la forme 
®{p.q)e£H ,p+q=n^{p + 1)^''''' En Calculant d'une part le rang et d'autre part la première classe de 
Chern de la structure twistorielle mixte associée à une strcuture de Hodge mixte par l'expression 
explicite en fonction des entiers s^'' ou des entiers de Hodge hP''^, on retrouve les relations (qui 
se déduisent aussi de relations sur les dimensions) Y^^p^q^^Sn^^^''^ ~ '^^'') = ^ et X^(p_g)g5^(p + 
q){hP''i — s^"'^) = 0, ce qui justifie l'emploi d'une expression quadratique pour définir l'invariant 
a, 

Le fibré ^{Hc,F*, F*) associé à la structure de Hodge mixte réelle H = (Hr, W,,F*,F*) € 
Catcn-MHS ne conserve que les données de la structure de Hodge mixte complexe associée 
par le morphisme oubli de la structure réelle CatcR-MHS Catc-MHS- Dans [Si2], on in- 
troduit une involution antiholomorphe r de et une notion de faisceau r-équivariant. Cette 
construction dans le cas de P"'^ a été suivie pour la partie "Structures réelles" du dictionnaire 
entre espaces vectoriels trifiltrés et fibrés sur le plan projectif. Ici l'information de la conjugaison 
entre les filtrations qui permettent de former le fibré de Rees est codée par la r-équivariance 
du fibré de Rees associé à ces filtrations. Un fibré est dit G^-équivariant s'il est à la fois Gm 
et T-équivariant. 

Proposition 55. [Si2] La catégorie des structures twistorielles mixtes GJ^-équivariantes est 
équivalente à la catégorie des structures de Hodge mixtes réelles. 
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